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出 版 说 明 


从 60 年 代 起 ,由 华罗庚 教授 任 主编 的 4 现代 数学 丛书 ?编辑 委 
员 会 曾 组 织 编著 ,并 由 我 社 出 版 了 多 部 具有 很 高 水 平 的 数学 学 术 
专著 ,有 几 部 专著 已 在 国外 出 了 外 文 版 ,受到 国内 外 数学 界 和 广大 
读者 的 高 度 重 视 , 获 得 了 很 高 的 评价 . 原 编 委 会 中 华罗庚 、 关 肇 直 、 
吴 新 谋 三 位 教授 虽 已 先后 逝世 ,但 他 们 为 本 《丛书 ?所 作出 的 贡献 
迄今 仍 为 人 们 所 敬仰 怀念. 由 于 某 些 客观 原因 ,《 现 代数 学 丛书 》 
的 出 版 工作 曾 一 度 停顿 

为 了 适应 现代 数学 的 迅速 发 展 , 更 好 地 反映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 , 必须 大 力 加 强 《现代 数学 丛书 ?的 规划 、 编 辑 、 
出 版 工作 . 充实 编 委 会 的 力量 . 考虑 到 不 少 编 委 年 事 已 高 ,经 向 原 
编 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ,于 1990 
年 对 编 委 会 作 了 调整 ,补充 了 一 些 著 名 的 中 年 数学 家 和 学 科 带 头 
人 ,建立 了 新 的 编 委 会 ,并 进一步 明确 了 本 丛书 的 宗旨 . 

《现代 数学 丛书 ;新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 名 誉 主编 、 
谷 超 罕 教授 任 主 编 ,18 位 著名 数学 家 任 委员 , 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 ,主持 书稿 的 审核 等 工作 . 

《现代 数学 丛书 》 的 宗旨 是 :向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 、 对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 、 国 内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 交 流 . 

为 了 实现 上 述 宗旨 ,本 丛书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 .应 用 
数学 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 沿 、 有 创见 且 具 有 系统 完整 


2 [出 版 说 明 


研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专 著 . 
为 出 版 好 《现代 数学 丛书 》, 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 大 力 支持 和 悉心 指导 ,并 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 意 


见 . 


上 海 科学 技术 出 版 社 


f 


É 1963 年 拙 著 《 典 型 流 形 与 典型 域 } 出 版 之 后 ,30 年 来 发 生 
了 巨大 变化 . 由 于 众所周知 的 客观 原因 ,1966 年 以 后 ,多 复 变 数 函 
数论 方面 的 研究 工作 停顿 了 十 多 年 ,这 个 领域 的 专家 学 者 ,包括 华 
罗 庚 教授 的 学 生 和 他 的 学 生 的 学 生 全 部 转 了 行 .改革 开放 之 后 , 研 
究 多 复 变数 函数 论 的 队伍 不 但 复苏 ,而 且 更 加 壮大 ,研究 范围 也 更 
加 宽广 而 深入 . 作者 认为 ,现在 到 了 有 必要 把 作者 在 典型 流 形 与 典 
型 域 方面 自 1963 年 到 1994 年 的 工作 做 一 个 总 结 的 时 候 了 ,此 书 
称 为 新 篇 ,因为 内 容 上 与 旧书 4 典型 流 形 与 典型 域 ?没有 重复 之 处 ， 
但 经 常 引用 旧书 的 符号 与 结果 . 

本 书 中 所 反映 的 1991 年 以 后 发 表 的 及 尚未 发 表 的 研究 工作 ， 
得 到 国家 自然 科学 基金 委员 会 重点 项 目 ( 多 复 变 数 全 纯 映 照 理论 》 
及 中 国 科学 院 重 点 项 目 《 现 代数 学 物理 的 着 干 问题 ) 的 支持 . 在 此 
说 表示 衷心 谢意 . 

作者 感谢 汕头 大 学 提供 给 我 一 个 安静 与 优美 的 环境 ,使 得 作 
者 能 够 全 力 写作 5 个 月 ,得 以 完成 此 书 . 另外 ,感谢 张 芳 小 姐 把 书 
稿 用 计算 机 打印 出 来 , 孙 晓 东 先 生 帮 助 部 分 校对 工作 . 
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EOE йй Ж Ej ROLL) ED np (ТД (RE ЙК ОЙ 33 (ПЖ 
从 Grassmann 流 形 开始 讨论 正文 的 ,现在 在 这 新 篇 中 则 从 r- 旗 流 
形 开 始 . 一 旗 流 形 是 Grassmann 流 形 的 推广 ,1- 旋 流 形 就 是 Grass- 
mann 流 形 . 按 《 上 典 》 著 中 的 定义 ,r- 旗 流 形 也 是 典型 流 形 ( 从 下 文 便 
可 以 知道 ) ,不同 之 处 是 1- 旋 流 形 是 对 称 空间 ,>>1 时 ,r- 旗 流 形 
不 是 对 称 空间 . 

r( 汪 1) 旗 流 形 的 表达 比 Grassman 流 形 复杂 得 多 . 我们 之 所 
以 不 厌 其 烦 来 讨论 它们 ,首先 是 由 于 现在 流行 的 数学 物理 中 ,一族 
流 形 起 着 重要 作用 ,其 次 是 4 典 》 著 中 的 方法 可 应 用 于 旗 流 形 . 


81.1. 一 旗 流 形 


ТЕС У НИ АЈ Grassmann 流 形 是 复 的 Grassmann Wu, 
虽然 那里 所 用 的 方法 同样 适用 于 实 的 Grassmann 流 形 . 这 里 讨论 
的 旗 流 形 也 是 复 的 旗 流 形 , 虽 然 所 用 的 方法 亦 适 用 于 实 的 旗 流 形 . 

在 《 典 》 著 的 31. 1 之 末 提 到 ,Grassmann 流 形 Ln; n) Вр 
C”"™" 中 过 原点 的 所 及 维 平面 , 亦 即 C" BEDS n 维 线性 子 空 
间 . 现在 假定 L 是 C"* 中 的 一 个 N— ms 维 线性 子 空间 (N= 二 =m 十 
n).1;jé L| 的 入 一 mi 一 mz 维 线性 子 空间 ,, .. Ld LE] N — 
т *** —m, 维 线性 子 空间 , 即 有 

C 2L, DL, 2. DL, 
Wi CL, L... LOW C" В) — 8 r-3Ë. 当 mi ото," от, 是 固定 的 
正 整数 ,所 有 r- BE Pp pR А E [RE] r-a E H, РД Ол, m mesa? 
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表示 之 ,其 中 
ma, N —m= xn, m=m + +m. (1.1.D 
现在 以 < 典 》 著 中 的 方法 描述 一 旗 流 形 , 令 
z = (Zi Zn) € С“ 

是 一 行 同 量 ,z' 表 示 z 的 转 置 . L, 是 C* 的 子 空间 , 即 是 过 CY 原点 
的 一 个 和 一 mi 维 平面 , 亦 即 C* 中 的 z 点 适合 一 组 mm 个 线性 方程 ; 

Arz = 0, (1. 1. 2) 
其 中 六 Rm x N АЕ, ERA m. L, E N — m; 维 线性 空间 
L 的 子 空 间 , 即 是 C" z 点 ,除了 适合 上 面 的 线性 方程 之 外 ， 
还 要 适合 m, 个 线性 方程 

Az = 0, (1.1.3) 
Mp A, 是 mx N ИН Ж, 848 Gn +m.) X N Ж: 


的 秩 为 加 ,十 ms, 如 此 继续 ,7 ЕЭБ Л, RETA, СУ 中 的 
= 点 适合 方程 


Az = 0, 952/ = 0, -«, 3,2 = 0 (1.1.4) 
所 成 的 平面 ,其 中 1, 是 mx,XNN 常数 矩阵 ,使 得 
351 ,, 
As) m 
Ж = |. А (1.1.5) 
A, m 
N 


BRE m- mide ++ т,. EE. T EGG Lis LOR AAA m 
x N BOR mE ARK. 但是, 若 令 m> m 非 异 方 阵 
Q 0 Ut 0 
о=|® Sam Oj om, (L1. 6) 
Q Q, c О "7 


ті pi» `.. m, 


$1.1] r - 旗 流 形 3 
则 由 于 
9..9, 
Q9 E Qah + О„%; 
О, + QM, + ... + QA, 
可 知 LisLitsL 分 别 由 下 面 各 式 定义 : 
L: QW = 0, 


M | 2 
PEE z' = 0, 
QA + Qj, 


L: Q%W' = 0, 
即 Q9U 代表 同一 旋 (L Lo. L2. 
反之 ,车 有 两 个 秩 为 m B mx N SB 9L 55 89 (Os fa] — у 
S Gnom. НЕС LO UE (1. 1.6) 形 式 的 非 异 方 阵 
Q 使 得 
V = ОЯ. 
Ж Б, r— 1 时 已 知 上 面 的 断言 为 真 . 假定 Cr 一 1)- 旗 时 为 真 ， 
现 考虑 ЖЕ: 
A, т ++ + me З, т ote + mea 
"= M | 2- is. ' | 
HFA 与 9, 代表 同一 个 (一 1)- 旗 (ZL tL 0 ,根据 归纳 
法 假设 ,存在 非 异 方 阵 


m, m 


© 0 ... 0 m 
Q, — Qa eu 0 m» 
Q i4 Q. i Ut 6,1,1 Te 
m; m» Ut m,_1 
使 得 
$8, = QM. 


fr N X N EP r FE 9B 使 得 
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3, = Qt, OP, 
其 中 站 是 Cm 一 m,) 阶 非 异 方 阵 , 于 是 
| , 
Az’ = Tz = 0 (1.1.7) 
MA 
与 
(Q.3[...0) 
Sz = Че = 0 (1.1.8) 
p 


代表 同一 二 平面 . 令 
w = OS, 
w = (wa) wo), 


其 中 


Wa — (@фз Wmm )» VW = Cw, cu узгом). 
并 记 
3,9877 一 QU, , 3l 


22) 
m—m, mcm 


Dor E 一 (B, B) т, 


m--m. mm. 
于 是 方程 (1.1.7) 与 (1.1.8) 分 别 化 为 


wa = 0, Anwo = Ü 


m , 


wa = 0, Sow == 0. 


这 是 代表 同一 平面 ,因此 有 非 异 的 m, х m, J Qs 使 


Ba = QU ,. 
由 此 知 

Q9, 0 
= |, ax, 

Q of 9, 0 
~ Llo ао, x. 

Q 0 I oí. 0 
~ io al An — Q; $5, 3G: | M ME 


$1.2 ] 旗 空 间 的 复 结构 5 
= QX, 
Жр О 为 (1.1.6) 的 形式 , 这 证 明了 断言 . 
综 上 所 述 , 旗 空 间 Om nm ORTU Fog X $ Emn) 
为 所 有 тх Ст п) m BR REBEL E [8] 

m + n = N. (1.1.9) 
$ Dn m7) 为 (1.1.6) 的 形式 的 非 异 方 阵 所 成 的 群 . E Gn i0) 
中 两 个 矩阵 9, 与 3, ИЗИ, Вр 
RI ~ 3, 

当 且 仅 当 有 一 QEL ,… ,m) 使 得 
8, = ОЗ. 
oy o 2 的 矩阵 分 为 等 价 类 ,每 一 等 价 类 一 一 对 
一 个 王族 , 故 等 价 类 所 成 的 空间 即 是 旗 空 间 Om m.s 
- naa mnm d +m =m. WM 8€ EGnis ALS ARR 3 所 
属 的 等 价 类 , 即 E mamme - X — HR. 当 r=1 Н], 
8 Oni m; = Ф т;п) Ж Grassmann Ж. 


$1.2 旋 空 间 的 复 结构 


我 们 有 自然 的 投影 
т: Е(т;п) — Fm mu). 
WEBJET Om stoma) z CIDE Emm Bis e 
(Q3 Qe lim, mp 
我 们 可 定义 客 BJ JF Ж. ЯСЕ UI S ЛЕЛЕ). X FS ER S 
拓扑 是 Hausdorft 拓扑 . [S gj in 3 JAW], Д0 
0.3 7 048, V Q,.Q, € Pn ,m,). 
在 《和 典 》 著 中 证 明 Grassmann 空间 R 6m) Œ Нацѕѕдог Е 空间 的 
过 程 中 ,已 证 明了 有 分 别 包含 b» aero» J (Ө oc reo PI SE S B 
开 集 ,它们 对 呆 (miz) 的 投影 集合 是 两 个 非 空 的 互 不 相交 的 开 集 ， 
此 两 个 开 集 在 x 的 投影 下 ,必然 是 互 不 相交 的 ,因为 Tm эт) 
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是 rm HT. 现在 引进 Fimis ут, sm1) A bs Ad. En; 
nn) 中 的 点 


A) m 
M| m 
3 一 | .| ` (1.2.1) 
жо” 
N 


称 为 属于 点 集 MG! ,… ,a), 其 中 每 一 个 A 是 一 组 整数 ,a’ — (а, 
enan ,适合 

Іа < < SN G=17). 0.2.2) 
ВРЕ alm lun srysj 二 1 r) Ж mde Tm, =m 1°, ЖЩ 
ls N т ЕАС. 2. 2), 子 矩阵 Ў, 的 第 
абута 列 所 成 的 т, X m; 子 方 阵 要 求 是 非 异 的 .于 是 有 N X N 
排列 方 阵 P Co!) fii (s 

Q, ,Z) 


ЖР! (о) 


% = Р(а!), 


3, P! (а!) 

其 中 QE m Хт ERNE, P! = 巨 .注意 排列 方 阵 已 通常 是 指 
一 非 异 方 阵 ,其 每 一 行 的 元 素 只 有 一 个 是 1, 其 他 为 0. 但 是 detP 
可 能 是 一 1. 在 这 里 的 排列 方 阵 是 要 求 其 行列 式 必须 为 正 , 即 当 了 PP 
的 行列 式 为 1 时 ,就 取 之 为 P. 如 P 的 行列 式 为 一 1 时 ,把 PP 以 
e" P 代替 ,后 者 是 西方 阵 . RIA P^ ж ЛШ P WJ AB K ES 

E. 

J m X m 2r Ee 

т, 
Q, = € Tm ,m,), 

x I 


使 得 


$1.2 1 旗 空 间 的 复 结构 7 
I Zi 
D» 
ara = [9 OP pe, 
(0 AO 

ЖЕ 20, (20 89 28 ad, ,8, 列 所 成 mX m 方 阵 要 求 其 是 非 异 的 ， 

DNO — Q, G,Z, P, (a? y! , 
其 中 Qz m, X m; 非 异 方 阵 . Ж m xm 方 阵 

I 0 0) m 


Q, = 0 Qo 0 т € Pu esm, ), 
0 x I| ms + ++ + m, 


使 得 
I ZP) 
0 I,Z 
Q; iQ = | ( | 2 SPDP), 
о (0,9,(3)) 
Io 0 
Pæ) = . 
其 中 " | "n 
如 此 继续 ,最 终 有 mXm Jr e 
Q = Q eQ, € Г От, ,m,) 
及 Pa) = PŒ) eP), 
其 中 а= (a ,… ,a BERI 
A = QZP (a), 
其 中 


1 2р Zu UU Zi 21,41 


0 І Z Ut Zo Za, 2 


2 = . (1.2.3) 
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A 
Б 
9 (а) = х(М‹їа)), 
а = (al... Q). 
这 是 Ф Gn moa ^b br S33 LZ 的 m;Xm, TER Zad 
xk DATAE W = AA Jy BBS p , Жл; 36 
有 


(1.2.4) 


М = > m m,. (1. 2.55 


B] 3362) 5; C" ЕЮ. 

ЖК, N€ EOn i00 0) Р Ma) Bm AJEL, 
BUS ER SUMI i (© (а) ) a= (a! ar) a! (Cd no ERAR 
ft 1. 2. 2) ,是 把 Wm ,m,+41) 盖 过 . 这 里 共有 


Gn, 十 … F m,a)! ` On, + ` + ma)! eL 
mi! (m + =° 十 ту)! то Ота ob mega)? 


(m, + m,,,)! N! 
x = 
M, M1! mYmsl:--m,1m,,,! 
(1.2.6) 
个 坐标 邻 域 . 
如 果 [3] 同 时 属于 МС), W| api 
A = RW P(O), 


其 中 КЄГОтү,*,т,), 
1 Wi ... W Wi m; 
0 1 Ut W, Wi, ms 


й=| 0... De (12.7) 
0 0 bl I ЖИ m 
mı mz Ut m, Mrt 

则 由 (1. 2. 3) 知 
W = R 'QZP (a) PB. (1.2. 8) 


我 们 要 证 明 W (<А) 097658 Z moo ЖАНУ PUER CU S5 x OD € 
$60 (1338). Р $ Om m.) M 维 复 流 形 ,我 们 可 以 更 一 
般 的 证 明 以 下 定理 : 
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定理 1.2.1 XHE— E CSLON ,C) ,EOn 00 P] £X TEE S 
W = ARZT, AE Dnm) (1.2.9) 
诱导 出 9 Gn m.) — 4 238 те, 5 4 无关, 并 且 
(35 185 JJ АЕ ЕСЭ 185 Ju ЧА КАО BE Pa ЖК. 


证 HT OS) = л), RO: 2.9) 诱 导出 的 自 同 构 


3 = QZP(a), W = ВУР), 
则 由 (1. 2. 9) 知 


W= R '!'AQZP (a) TP 1(0) 


= KZ&,, (1.2.10) 
其 中 
Kı 0 0 
24 Ka Kaz 0 
K = RAQ = | (1.2.11) 
K, K,, K,, 
属于 Г (жт, ‚„тэт„) ,而 
£ = POQDEP (8) 
Tu Tu Ut T, r+1 т\ 
In Та 7 Тыз "o. (1.2.12) 
Tia Тыз Тын)! 
m ma tto Meyi 
ii 


K = CR aD ье» 2 = GC Die lel? 
W = QW Diei <rt? 
其 中 KaZa W ENTEK SG 
Kg, 0, M jk 
Z,47 0, M jk, Z; = 1; 
Wi= 0, M jk, W; = I. 
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比较 (1. 2. 100 PELA] ЕЖЕ, A 


r rà 
W a= 了 >) 天 ZooTw 
р=1 9 一 1 
一 > K, > ZaTa 
P<; 92р 
rtl 
= = Xr. + р? 2 aT.) . (1. 2. 13) 
Ерл 
特别 是 
r+1 
Xr, + > zT.) = I, = 1, r; 
q=p+1 
r+1 
Уук, (т, + >Z „Ta) = -0,M jh (1.2. 14) 
gq=p+1 


r+1 


Wa = Sr. + >) Z.T,). M у < k. 
p=1 


由 (1.2.14) 的 前 两 组 方程 可 以 解 出 Kj, 它们 的 元 素 是 Zn 的 元 素 
的 有 理 函 数 , 以 之 代入 第 三 组 方程 , 便 得 出 W; 的 元 素 是 Zi 元 素 
BUR FE pR Ж. 

我 们 按 下 面 的 次 序 写 出 头 两 组 方程 : 

C) = (1,10,(02,10,(2,2), t, (7,1), 0,2) ° (rr), 
并 为 了 简便 , 令 


rtl 


5.00) = T, + >) ZuTa. (1. 2.15) 
q=p+1 
方程 (1. 2. 14) 的 前 两 组 即 
Kusi (Z) = I, 
K,Su(Z) + K,S, (Z) = 0, 
K,.Sa(Z) + K,S,(Z) = I, 
: (1. 2. 16) 
KSu(Z) + Kasa (Z) +++ + K.S,4) = 0, 
K,,S,(Z) + K,Sa(Z) + + K,S., (Z) = 0, 
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K,,S,, Z) + K,,S,, (Z) + += + K,.S, (Z) = I. 
由 第 一 组 方程 知 Ki 与 Sy(2Z) 丝 非 异 , 并 且 得 出 
Ka =[S.GZ)] 1 (1.2.17) 
我 们 首先 证 明 一 个 引 理 ; 
引 理 1.2.2 设 方 阵 


A pl. 
m 
中 A 是 非 异 的 . 
G) £ E BE 
(X,Y) s 
适合 Y 5 


A C 
Д |- юр. 
в D 
M| D—BA 'C 必 非 异 ; 


A C A C) 
GDA 3 D-BA"CAER M| р ЯН | | 


B D 


A? А m =10уу-1 
— | XxX (D — BA-1C5> ВАУ! — A 'CCD — BA 'C) 
一 (D — BA"C) BA (D — BA? C)? 
实际 上 ,由 0) 的 矩阵 方程 


XA+YB=0, ХС+ҮРр =1 
中 的 第 一 组 解 出 X 王 一 ZB4-1, 代 入 第 二 组 ,得 
Y(D — BA^C) = I. 
Ж D—BA-C 必 非 异 ， 


根据 (Gi) 的 假设 
| A^ А k ЧЕ Ë A C 
— BA™ 1)\в D|] |o p pacc] 
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等 号 右 端 方 阵 是 非 异 的 , 故 


A C)" [I AC | A^ А 
B D] о р- ВАС) |— BA ' I 


Е | — A 'C(D — BA 'C) | 


0 (Р — BACC)" 
pA l 
x . 
一 B4 I 
ИЕП Gi). 
现在 应 用 此 引 理 来 证 明 方程 (1. 2.16) 的 解 的 递 推 公式 . 
E 


К,= (Куз Кат) , 
B; = Gi бб) , 


S1,j11 

C= : 3 D; = 5 рл , (1. 2. 18) 
S, 
A, C 

Apa B, M j=l esr], 

A= Si, 


则 方程 (1. 2. 16) 除 第 一 组 已 有 解 (1. 2.17) 外 ,其 他 方程 可 记 为 
A, C; __ 
к |= €. 
j= 1.57 — 1. (1.2.19) 
当 用 递归 计算 时 ЛЖ 515] 1.2. 20050 D;— B;A; C, 是 非 异 的 , 根 
Jit 3] E GO AU 4 是 非 异 的 ,因而 有 


A; G| 
(K. Ku = (0,2) 9 


j j 
K; — (Kia ns Kp =— (D — BjA;j C) BA’, 


Кулалы = (D, — ВАС), j= 1,6, —1. 
(1.2. 20) 
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由 于 Sx(Z) 的 元 素 是 Zx 的 元 素 的 多 项 式 , 根 据 定义 ,4 B,.C; D; 
的 元 素 是 Zx 元 素 的 多 项 式 , 因 此 A; (DBA C) 的 元 素 是 
2 的 元 素 的 有 理 函 数 , 故 天 > 的 元 素 是 Zx 的 元 素 的 有 理 函 数 ,由 
(1. 2. 14) 的 第 三 组 方程 知 ,Wi 的 元 素 是 Z + BJ JUR BL ZE pK Ж. 于 
是 证 明了 定理 1. 2. 1. | 

特别 是 当 在 (1 2. 12090 — P. Р J) ЖЕ bp AE 3 
(1.2.8) 是 有 理 变换 ,这 当然 是 全 纯 的 . 
定理 1.2.3 -EZE Оох. ,mmr+1) 是 M 维 复 流 形 ， 


xx HE S Gn эт 1) 中 引 进 的 局 部 坐标 邻 域 VW(a) ,ce 一 (ol， 

а") „а = Cab, ‚а, О. т poo 
的 局 部 坐标 , 即 Z, (14-1) УС AE ЫЛЕ. 在 下 
一 节 中 我 们 将 证 明 S Om i, m.) E SL(N,C) 诱 导 的 全 纯 自 同 
构 群 {rz )zxesicw,o 下 是 齐 性 的 (可 递 的 ) ,因此 我 们 讨论 Om sn 
mr+U 的 某 些 几何 性 质 时 ,往往 只 在 一 个 特殊 的 坐标 邻 域 中 作 讨论 
已 足够 了 . 我 们 通常 取 之 为 

B= 0 ((1.: mO.On, + 1, m, + m), 


ey 0n, + т, d lem». (1. 2.21) 
而 在 此 领域 中 ,包含 一 个 特殊 的 点 
CAJ 3, = (1°?,0), (1. 2. 22) 
此 点 在 arp mb bj OS 
Zg—0 G< jekur-c1) (1.2.23) 


注意 ,此 时 由 (1.2.3) 定 义 的 Z 关 0, 而 是 Z= 9E. 

定理 1.2. 1 的 证 明 是 构造 性 的 .我 们 把 变换 的 局 部 坐标 表达 
式 总 结 出 来 ,以 便于 应 用 . 

定理 1.2.4 XM ECSLON.COSSEHI $ On esms ma DH 
全 纯 自 同 构 rz ,如果 把 路 (a) 的 局 部 坐标 为 Zi(j 过 有 ) 的 点 上 映 为 
小 (8) 的 局 部 坐标 为 Wa IPER ЙГЕ ПЕН ИШЕМ ХАЖ. 


= EKO Ta + Mur " 
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1<;<k=< r+] 1, 

其 中 

Tu T Tua 

P(a)&P(g) = : 


, 


Тыа ct Tuan 
Ky, = [SZ], 
(Kin Ki Ку, н) 
= (D, — BA;'C) 1 BA; D, 


А, С, 
A, = SI (Z), А = ñ M , 
D = 541,102), В, = (531102) ,jr1(Z)), 
51,102) 
C; = : „р = 1,5557, 
S; CZ) 


rti 
S LI (Z) = Ta + У! Zal as (j,k = 1," r). 


q=p+1 


在 这 里 的 子 和 矩阵 Mi 通常 是 隐 含 了 它 是 mj; X ms iE. 
此 外 ,要 注意 ,SLCV,C) 中 可 能 有 不 同 的 方 阵 久 5 X 诱导 出 
S Oni om, 23818] BJ Н IF] F. 
例如 
Ф е, k=1,,N— 1 
BIE g ЖЇН АА, 1824 T ТЕ I 0 95 ЈАНО SRP, WJ И] 2 
证 明 , 不 同 的 + Н Ç ЛЕ] B Е. 


S1.3 旗 流 形 是 齐 性 复 流 形 


可 递 的 ,只 须 证 明 它 在 丁子 群 SZCV) 诱 导 的 自 同 构 下 是 可 递 的 便 
足够 了 , 即 要 证 明 任 一 点 [ 式 ,… 其 中 
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An c Aa m; 
Asji C. : + € Е(т;п) 
Aa c А)" 


mi Mr 


存在 一 西方 阵 Ve SUCN) 使 得 
AU —QU,0, Q € 了 (Cn ,m,). (1.3.1) 
实际 上 ,存在 西方 阵 Ú, € SU ND ii 
A. (2) 0 E 0 
Xu. An (2) А20) eL Ази: (0) 
An(2) A4Q) + А,,,(2) 
А0) 0 I 0 e 0 
А. 09) 0 Az(3) … AG 
: I po o ОГ 
А„ (2) 0 А (3) ^ A,...G3) 
同样 存在 西方 阵 ©, € SUCN — m fi 
An(G) cc ASQAGDO? 


: . : 38, 
(ASQ) … ACA) 
As) 0\[1 0 

-| " j|. "E 
HPA H (тт — m) X (N—m 一 ms) 和 矩阵 . 
于 是 
го 0 
ог o |, 
0 0 A) 


Au(3) 0 9 0 
11 Н 0 A,,(4) 


0 
0 * I 


I 0 
= | | 
0 %, 


如 此 继续 ,最终 得 出 (1. 3. 1) 式 . 


x 


эй, = | 


其 中 


16 Жой Ж [13 
其 次 ,我 们 考虑 SUN BS JEE U ,使 得 ma TEXS LOL 00 ЈА 
定 不 变 , 即 
Q,00U = ӨС,0), Q € ln, m). (1.3.2) 
由 此 知 必须 
Lg) 
B U... 
ПЕНУ, GI B=0,U,. JE ma X maa 7] e. Q 也 是 西方 
EE. [H Q€ DOni , m2 ,必须 
U, 


U, 
»odetU;-detU,,,—1. (1.3.3) 
U, 
反之 , 若 由 适合 上 面 的 条 件 ,ra 必定 使 [(1,0)] 不 变 ,因此 SU CN) 
的 迷 向 子 群 ( 即 固定 分 群 ) 为 
SQ Cm) X = х U n,,4)). (1. 3. 4) 


Ж 1.3.1 JE LIÉ S (о, m a mE SUOND IN = 


S r, | 诱导 的 变换 下 是 可 递 的 ,其 迷 向 子 群 为 SCU Cm) XU Gn) 


X +. XU (m. a2). 
由 齐 性 空间 的 理论 可 得 如 下 定理 : 
定理 1.3.2 在 实 解析 意义 下 : 
S On, mmus? 
ZSUQND/SQU (On) X XxX Un». 
ЖН S On sm dE E SRM. 
24 U A O3. 3) 的 形式 时 , 它 所 诱导 的 变换 m 在 ©, 到 98, 的 
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局 部 坐标 表示 为 


W = QZ1, (1.3.5) 
其 中 Q.Z、W 分 别 为 (1.1.6)、(1.2.3)、(1. 2.7) 的 形式 . 比较 两 端 
W THE RE HJ 
Q, =0,JZ k; Q; = U; '. 
因此 迷 向 子 群 诱导 的 变换 由 33, 到 B, 的 局 部 坐标 表示 为 
W, =U; ZU 1< jJ< =< r +i. (1.3.6) 
在 此 坐标 邻 域 B, 中 ,[(7,0)] 点 的 局 部 坐标 为 Zx 一 0. 
定理 1.3.3 dE S Gm zz) 的 Po=[LG7,0)] 点 的 固定 分 
BÉ IO) SSU (mi) X XU Qm, 00 Br SEA] Ë [E] y ТЕ 9, 的 局 
BERA W,—U;'Z4U,, U,€UCGn). 
对 任 一 ESU(CN) 诱 导 的 自 同 构 cu: S9 S LEE ARTT 
HCA JA. 
A, = Ar Ау 


Io A, А, 
A = АР(а), А = . poen т 
0 0 Ut I А, Tm 

mı 72 m, Fa 


现在 要 把 [Xj] 所 在 的 邻 域 中 (a) 到 [J 所 在 的 令 域 名, 的 rw 的 局 
部 坐标 表示 表达 出 来 . 
根据 (1. 2. 10) ,mm 的 局 部 坐标 表示 为 ; 
W = Q(Z)ZÚ,, Ú, = P@M € SU(N), 
Q(Z) € I'in,,m,), (1.3. 7 
RB Z ISTE Zi( 的 元 素 ) 是 LOARER W 的 子 矩 阵 
W 4 C268 (HC j Rr AlE B, MJ Б АЕ. RR Ri 
(1,0) = ӨСА)АЦ,, (1.3.8) 
我 们 的 目标 是 找 出 适合 上 面条 件 的 И, 的 明显 表达 式 , 亦 即 求 出 
Wi 与 Zx 之 间 的 明显 表达 式 . 这 对 于 研究 流 形 S Om ,m41) 的 
几何 与 分 析 的 性 质 是 至 关 重 要 的 ,这 在 ( 典 ) 著 中 可 以 看 到 
我 们 先 证 明 一 些 引 理 . 如 H E EE Hermite 方 阵 , 我 们 将 以 
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7 表示 唯一 的 正定 Hermite FES НЕН} = H. 
引 理 1.3.4 i B E s Ху, 和 矩阵 ,存在 5 十 9 阶 乏 模 西 方 阵 0 


及 XS 非 异 方 阵 P 使 得 
(1,0) = Р(1,В)\ 


$ 5 


的 必要 与 充分 的 条 件 为 
H -*U, 0 


I —B 
u= 
К 1 | 0 K^3U, 
RB U, 5 U, 为 任意 的 si И s, 阶 西方 阵 ,适合 detU дец, =1, 
H = I + BB ,K = I + B B. 
证 HERRA RAERD. BL HUE Z Et T Jr E 
U, 适合 条 件 


2 


,P = ОН, 


(1,0) 一 Pi(1,B)U, , 

其 中 Р, 非 异 , 则 有 

(1,0) = P,P'Q,0U7U,. 
uu, 仍然 是 么 模 酉 方 阵 , 故 必须 
V, 0 
u-u, = |, P PV, = I, 
0 V, 
其 中 V уу, 分 别 是 。 与 s 阶 西 方 阵 ,适合 detyidetV: 一 1, 因 而 
V, 


0 
И, = ц , Р, = VI 'P. 
6 V, 


引 理 证 毕 . І 
512 1.3.5 设 有 变换 
(T,S)s 一 QT) (1,T)U, 


其 中 QT) 为 非 异 的 汪 为 5 十 5 阶 常数 西方 阵 ,适合 
(1,0) = QUD)G, B, 
则 此 变换 当 工 在 B 的 邻 域 中 能 记 为 
S = ОТНИ + TB )'(T — EK-3U,, 
RP U, 与 U, 分 别 为 5 5j s; 阶 西方 阵 ， 
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Н =I + ВВ, K = I+ Ві В. 
实际 上 ,根据 引 理 1.3. 4, 的 形式 已 知 , 代 入 便 得 . 
引 理 1. 3.6 设 和 矩阵 Biz, Bis Bair aA s1 Xss、s1X ss、52 X S3 


XE Pe. 存在 乏 模 (si 十 sz 十 s3)- 阶 西方 阵 V 及 非 异 方 阵 
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son 
(Pa Pg 52 
51 оў 
使 得 
I 0 0 s 
orol. 
5р 52 53 
_ Ñ ‚||, В, v 
Pa Pajlo I Bà 
的 必要 与 充分 的 条 件 为 
r Du Bs HriV| 0 
V= Bi, I | , 
Ві, 0 I 0 Kj 333, 
m I — BULHi (B4, Bua) И, Ba) — Щщ 
Кү?,== 
В) — BhH; (GB ,B4)0,B4) 1 


Н;?У, 0 


х ЕГ 
0 K; 233, 
其 中 B, 是 (ss 十 s;)- 阶 西方 阵 ， 
P = Vi Hr, 


Pa4—— P, (Bl, + BaB DHT’, Р, = V, H37, 


HE У, У. ABS sanus 阶 西 方 阵 ， 
H= I + (В,,,В,,)(В,,,В,,)', 
К,= I + (Gy,B4)! (Bu, Bi), 
H, = (I, Ba DKT U, Ba) , 
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K-14 [^ — e» [^ 一 PeBe), 
В» B 
此 外 detV,detV,det*8,— 1. 
证 可 以 直接 验算 条 件 是 充分 的 . 
由 于 引 理 的 假设 包含 了 
(1,0) = Pa, Ba, Bi)V, Pn = VIH 2, 
根据 引 理 1. 3. 4, 必须 
Ну,  — BK-i%W, 
В! Нг?Ү, Кт, 


, B, 一 (Bis ,B13). 


(1. 3. 9) 
另 一 方面 , 引 理 的 假设 亦 可 记 为 
| 0 Д Ру 0 | | B] 
= (I,B,)V, 
0 I 0 Р, Р» 0 1 J 
其 中 В, — Ë el B MI — [^ mm BB | 
0 I Bg B 
根据 引 理 1.3. 4 知 ,必须 
Q + B,Bj) 3 — B, + Bi B,) $85, 


V = 


, 


В, (1+ В,В1)7%8, (Т4 BIB HO, ) 


Py, 0 ТОВ, M 
= Vd + B,Bl) 3, (1. 3.10) 


Pa Pajlo I 
HE ®,,®, 4809 sHs: 与 s, 阶 西方 阵 . 
Va Ve Vs] s 
记 V = V, V, Va so. 
Va Va Vaj) 5 
У 52 5з 


H C1. 3. 9) 5 (1. 3. 100 #08 
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1 
Vau H zV. 
V. |= BLH;V, , 


Ya (вну, 
1 
Vis — (В. 一 B.B.) K; 25, 
V, | = 一 B,K; 298, 


K; z, 

在 引 理 的 假设 的 式 子 两 端 从 左 乘 以 V' ,有 
vi Vi VA 

» ° i Vi Vh VL 


0 I O 


Vi Vi Vh 
_ " PaB РВ, | 
Pa Р.В, + Py Р.В. + PB, | 


比较 上 式 第 二 行 子 矩阵 ,得 出 
Vs R; Pl ] 
V == (1 + BiR} ) P} , 
Va | (Bh + BR) PL] 


其 中 
Ra = PP. 
另 一 方面 ,假设 的 式 子 亦 可 记 为 
Р! 0 0 I Bə В, 
= Py P Pa Pa 0) Е |, I в 
x x x 
Е k. + BuVa У» BaVs x 
把 已 得 出 来 的 碎 值 代入 上 式 , 并 比较 第 二 行 第 一 .二 列子 矩阵 ,有 
Ra=— (Ві, + B4BIOH;! —— (Ba) (BiB) Hj, 
Ра = d 一 BLR} P} + Bz (Bh; + BiR} P}, 
Bp 


àY 


了 一 Р„[1 + ВьВ}), 一 (Bi, + В»В\) 
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x H, (Bt, + 了 BT РЬ 
= Pad, BaD I — Ві Н!В,)(1,В„)' Pt, 
= Py, BKT U Ba) Ph, 
EUR sz 阶 西 方 阵 V; 使 
Pa = Vy'Hyz, Н, = (,B, DKI O, Ba. 
以 Ras Pt ERA ,得 


(Vi Т Hr'B,(I,B,,)' Н;?У, 
Vg 一 [7 m BH, B,U, Bg) ]H;:V, 
Ya 


[Bh — BE; B, , Be)! ]Hz 3V; 
H (1.3. 9) 可 知 
Vs Уз 
Ki z, = . 
МИ 
由 于 ys Va Vas V fi& 8. UENRA Кг, 的 右 端 , 便 得 
到 引 理 . l 
引 理 1. 3.7 车 有 变换 
I Se Su] s 
T su 
Е M 0 Ir T, IL 
9.07) RaM) I T.J ` 
ЖР Өл T RQ MAE s, 5 s, 阶 非 异 方 阵 ,V Æ sis, Hs 阶 
常数 西方 阵 ,适合 
I 0 0 
ото 


а 0 | | Вь Qu 
QuGD ©,,(В)) lo I Baj ` 
ДШИ T fk B 的 邻 域 中 可 表 为 

S,— (8,54) = Vi! HIU + TBI y (Т, — В,)Кг29,, 
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T,= (TiTa), B. = (BuBu), 
S, = Q(T) {Ta — Ba + RaT — В 
— (T4, — B.B, DK; 3,, 
其 中 
Ra(T)=— (Bl, 十 TB 十 TB + TaB), 
Q, (T) = Vi Hi(- B,H; B,(I ,B,,)' 
+ Т.В. — BH i! B, (I, Ba) ] 
+ Ra(T)T — B0 — (I ,B, BI Hi! By, 
B4 — (I,B, BUH B4)! }7!, 
RE У.У... =, 4 ЯД s.s ss 阶 西方 阵 , 而 H.K HK: 
的 定义 如 引 理 1. 3. 6 所 述 . 
证 由 于 假设 包含 了 
(1,5) = Ө,(ТУ(Т,ТУ, 


Y 


适合 
(7,0) = Q BDU, BDV, 
根据 引 理 1. 3. 5 便 得 出 S, 的 表达 式 . 
应 用 引 理 1. 3. 6 得 知 V 的 形式 ,比较 变换 的 第 二 行 子 矩 阵 ， 
有 
0,1,5) = (Qui Q, + Qu T Q, T, + QaT1)V 


一 (tQ. + (Q + Ә.Т) Ві, 


+ (QuTs + QaT1) Bl IHTIV,, 
[Ө + Qi C; By) , 
QT, T Qz var E Bj) ]K1138,). 


引 理 1.3.6 中 Kc 238, 的 形式 已 经 知道 , 令 
К, 一 Qz'Q;, 


(0,7,S4) 一 (Q,LB!, + Т „В|; 


24 йй Ж 
+ Rad + TB), + ТВ!) \НС%У\, 
Qo (LI + R, CT, — By] 
x [I — B EH í B И.В)! ] 
+ [Ta + R, (Ts = Bi) ] 
x [Bh — BH; B,G,BasY НУ, 
QUT — Ba — R, [| (Г — 8) В, 
— (Ba — Ta) K, IY,). 

HUC RL, ТТЕ B as Tor eo EEBET BEER 
R42 — (Bi, + TíABUOG + Ti B + TB) 7 
Q,— Vi H,:(1-— B}, H; B (I Bay 

+ Тыр В» 一 BLH B, d, Ba) J 
TRAC — BDU — BH; B (I, Ba) J 
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十 RAO; 7 Ba) В» m BH! B, (I, By) 2]! , 


Sa = Q. Ta — Ba — Rs, — Br) By 
— (Гы — B.) рК: $8. 
特别 是 
Q, (B)= VzHjSU — BHT 'B d, Ba)" 
+ BaBa — BaB H B, , Ba) V 


=V; HiU, Ba U — BL HB ]EAd, Ba) ) ! 


= V; HUI BK? Ad, Ba)’ у! 
= V;H,3. 


3E JE BJ, Т E B jer QOEM. 引 理 证 


k 0] 


为 了 把 适合 条 件 (1. 3.8) Omm от, OR & A [F] EJ 


(1.3.7) 的 局 部 坐标 明显 表达 出 来 ,我 们 需 引进 一 些 符号 . 


今 
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0 
0 


Q; 
Qj)’ j= 1, 


313—1 
X4 
I Zi Zi 2 
y| T Z 2 A 
0 0 1 Zi 
I Wi, Wi Wii hd 
B, = ' 1 Ws Wn 
0 0 I Wii M 
I A. ' А, Aja 
X, — 9 了 ^s Asin 
0 0 I Ад, 
2, 一 Gi UE 
W; = Wii |... QW) , 
A, 一 CA, attt Ausus 
I Z. Zo) „ 
0 I Z 
By = ` * И lá 
0 0 I m; 
Zia 
Z, j+1 
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0 
|. (2. 3. 11) 


(1. 3. 12) 


(1. 8. 13) 
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Дз ... Zia 
Bj = 
Zu c" Zu 
W N a Bapa A 96,390, Eu Gm Too rH THOSE 
X. (1. 3.14) 


定理 1.3.8 UE U, ESUN). AAH 


B, = Q, C3, 
适合 条 件 


(1,0) 一 Q (AN U, 
则 此 变换 当 Z 在 A 的 邻 域 中 可 记 为 


= Q;, (Z) 


Z — A, — KR, (DLF (Z) 


— А, | 
= F, | I е. 
ЯФ И, И». 
R. D= d, ZEF; А [1+ FF (А) J, 
QD =U PHF {I — Е, (AROF A), A 
十 ZA; — Е.А) КЕ (А) G.A) ] 
+R, (DOLE (7) — F,.. CAD] 
x (— ,ANF; CA) RF, 00. 
А, — (1Т,АӘЕ, СА)" ЕЕ, ,40A) 9! Y! , 


其 中 
H,= Q,ADK;4G.A;y , 
K;= 1, К, = I+ FjOD ЕСА), 
Rj= I+ К,СА)Е,(А)!\. 

而 


Е) = 0, F (Z) 一 (F(Z) ,F(Z)), 
ЕС у= By Baso F(Z) = Bp Bao 
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| I—FACAYVROF (AQ A, А 
K; tan t 1 Ro t 
Айн! m F, CA) R; FAU, Ajy) 了 
H,5U;. 0 | 
x 1 , J 一 1, 7. 
0 К.М, 


HU, USU, = И Е mui mm... ТОГЕ, 
detU,--detU,, , —1. 
证 当 r=1 时 , 则 变换 只 有 
W, = UP? HATU + ZAD Z — AOK CA) 3U,. 
当 r>1 时 ,定理 的 假设 包含 了 
B, 98, 4. 38, i) 
oT wo 


В» RET Bi 
= . z u, 
Sn ) | 0 I Zi 


(1.3.15) 
适合 条 件 
Ë | ДЕИ Е aUe (1. 8.16) 
BEW o W, 已 知 其 为 Z 的 函数 , 则 以 上 两 式 可 以 分 别 写 为 
I E,W) F4QV) I Е„(7) F4OD 
| | = Q, (Z) | 
0 7 л, 0 I Zi 
(1. 3.17) 
其 中 
ð= id ES |» E Ж 0 | 
0 I 0 I Ку Ө 
(1. 3.18) 
I 00 I F (A) F(A) 
及 | ао, 六 SO a 
(1.3.19) 
应 用 引 理 1.3. 6 知 必须 
7 — F.CA)| [R z, 
7 [ey | | o rd (1.3.20) 
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ERB, 5, Ф m Рот ЙЫ тд dm a BERE. 
R, = 1+ Е,(А)Е,(А)!, Kj I+ FA) ЕКА), (1.3.21) 
XH 


mm I F(A) RP EAO, Aa) Bal 
тИЦ. = 
1 7 [Ata = ЕСА) КЕСА), Ад)! І 
нДй, 0 
эп | (1. 3. 22) 
0 КОДАЧА» 
其 中 


Hi = (TA DK A,A). (1.3.23) 
应 用 引 理 1. 3.7, 便 得 到 定理 . | 

比较 (1. 3.17) 两 端 第 一 行 ,并 应 用 引 理 1. 3. 5, 得 到 以 下 定 
H, 

定理 1.3.9 在 定理 1.3. 8 的 条 件 下 ,变换 可 写 为 

Е) = B RELI + FEFA ]7! 

х [F,(Z) — FA) КШ, jo lr. 

TER 3x HL 5, 与 Uji 不 能 是 任意 的 ,它们 依赖 于 А. 

把 UE SU(CN) 所 诱导 的 自 同 构 ra * GF ТЕ Š (a! ,… ,x ) 到 
外 (6 8) 的 局 部 坐标 表示 为 定理 1. 3. 9 的 形式 ,更 接近 于 《 典 》 
著 中 所 用 的 形式 ,例如 见 《 上 典 ) 著 中 的 (1. 3.11). 现在 研究 此 定理 中 
F(Z) 的 几何 意义 , 令 


Ti = С,» Tj + т) (1. 3. 24) 
P iti Mogi 
为 p X q; Ж, 
P; = m + mj q; = ту + F m, 
Pit q = N, j=l rnr. (1. 3. 25) 


定理 1.3.10 #6 
F,(A) = F,(B), 
其 中 4= (ASA, В= (B, B), A; 5 B, WE руха, 9B 
阵 , 则 必须 
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А=В. 
故 
T, = ЕШ), joler 
是 全 纯 安 装 
t: Ñ (mi, m m1) — раза) X ++ X SO) 
的 局 部 坐标 表示 ， 
证 由 于 
A, = Е.(А) = F,(B) = В,, 
知已 证 
ЕСА) = F (B), F o (A) = F, (B), 
必 有 
А, = Bits Å; = By, 
则 由 
ЕСА) = 3,7 QU iA) 


I Ai Ut А,, B Aij Tt Au 
_ 0 1 Ut А,, Аз, 1 Tt А, „+1 

0 0 I Aj ji Ajeti 
= F (B) 

I В, Bj ! Bj 1 В, 
210 I B, |В, В, 

0 0 Ut Ij Bj U Bj 


根据 假设 ， 已 知 A =B,,; … A... B; BUB 


I Bug ce Bi I Aiz s.. Airs 
0 I В, __ 0 1 Ut Аа 
0 0 I 0 0 I 
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А;= (А, А) 
= (В, В.) = B, 
这 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

щ Z 是 在 邻 域 品 (al…,w) 的 坐标 ,T= 二 三 (2Z) 是 Grassmann 
流 形 窗 (pi1,q1) 的 坐标 邻 域 加 (al) 的 局 部 坐标 ,T, = F, (Z) R: fE 
(розаг) BO IBIR B Ce! sa I RE IAE ER n T, =F, рф) Е 
Срд) ЧН BG! v a) BO RIA B ИШ T FCD Gm 10. r) 
定义 了 安装 

US On, m, m,e) o (ру, X + X SC. 

这 是 一 全 纯 的 安装 . 定理 证 毕 . | 


E 


Sm, ma) = Gm) (1.3.26) 
iX 73d S (p og ХХ (р, q0 FE. E E 1.3. 9 即 是 由 Ue 
SU CN) SE HEB Н А eu Н д) X X % Ср, , q.) BJ m 
标 表示 的 . 


81.4. 旗 流 形 的 不 变 微分 度量 


r- UICE S Gn, c mmc EE АБЛЕШ T Grassmann Ж Ж 
拓扑 积 
S (mi, m,a) = Flp) X + XS Sq. 
MEE W (p q ЖЯ — EL АЕК y HE Tt COL (OHIO (3. 3. 20 T] 
Ж Om, v ,m+1) 有 自然 的 不 变 微分 度量 
а= Уа + TT] aT + T! T) dT) ] 


j=l 


= D Ado, (1.4.1) 
j=l 
其 中 为 ,…, 是 任意 的 正 参 数 , 由 安装 


t: Оюу, maa) € n, Utm) 


诱导 出 $ n ,MD 的 微分 度量 
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ds = dal, (1.4.2) 
Jab, T = F, (Z)4&A (1. 4.1). 由 于 每 一 个 
de! = tr[ (Т + TT] ) T, T; T) "dT; ] 01.4.3) 
E FaH SU(N)=SU(e, +q) (诱导 ) 的 变换 下 不 变 , 故 doi 
是 在 
SU (N) = SU (N) X = x SU(N) 
ri 


的 变换 下 不 变 , 即 对 于 变换 

(1.5) = P,U,T)U;, U Є SU(N) (j= len 

(1.4.4) 
来 说 不 变 ; 特 别 是 当 
u, =- =u, 

时 不 变 . 此 外 ,对 于 每 个 do 是 Kähler 度量 ,因此 do? 是 Kahler FF 
E,W до 也 是 Kihler 度量 . 

定理 1,4.1 TE S оу eom om D PA SUNERA 
恋 的 Kihler 度量 


r 


45 У ЈА + FZ)F,(2) J !4Е,(7) 


j=l 
x [I + F; (ZY F,02] dF (ZY }, 
ЕНА, ,是 任意 的 正 数 . 
特别 取 
Z=0, 则 F,(0) = 0, 
[dF,(2) ]z=0 = (43,,;.1:08;,1), 


dsi |z = > hitr(d8 dli + 43,.,+.18!.,.1) 
j=1 


i 


r r+1 
>e > > ал „ай, | 
j=] 


p=1q=jJ+1 


= > Atr(Z,udZ;) 


Р <q 
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一 1 
= > [ > A Jer zzi 


ра \ jp 
= > htr(d2Zd2),), 
其 中 Е 
„= У, DEP ur 
RUBER LZ) а ТЕБЯ, 
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(1.4.5) 


(1.4.6) 


Z= {41 здр КУЛКЫН TA dd "ES, , 


然后 按 此 次 序 把 每 一 怎 阵 的 元 素 依次 排 成 一 行 : 
之 = (z! | "° , ZM) , 


其 中 2 的 元 素 是 


十 1 二 2 
z |z беу” ік, 


其 中 
i-i rl 
BC A) = D m,m mma t mm, a , 


一 1 (=j 
<J<Ëk=<r+], m=0. 
于 是 (1. 4.5) 可 记 为 


ифа) mm, 
ds? | pao = Sad >) не) 


<q 了 一 矿产 ,9》 十 上 


= >> [dz " 


PM 


= dzH,(0)dz! ， 


À Im) 0 ... 0 
0 À Iw» 
HQ) = | 7. ° 
0 0 АО 


(1.4.7) 


(1. 4. 8) 


(1.4.9) 


(1.4.10) 


(1.4.11) 


(1. 4. 12) 
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定理 1.4.2 (E SUCNO GR SEDE РКАН S Gm 
m, m, 4,28] Hermite 度量 


ds = Ува" dz? = dzH(z)dz' , 
a,B—1 


其 中 
| Н (z) 一 (АО) ), савм» 
其 必要 与 充分 条 件 为 


z z=a 


жа E One mei) 中 任 一 点 [30] 的 (标准 ) 局 部 坐标 ,0 是 
88, 中 [C1,0)J 点 的 局 部 坐标 . 

w = f(z,a) 
是 SU(CN) 中 (诱导 的 ) 把 [90 点 映 为 [CT7,07] 点 的 自 同 构 的 局 部 坐 
标 表示 ,此 外 ， 


viol 072 0 ... 0 
0 5,1772 sse 0 
HO) = . . . , 
0 0 "m y, rp Ue) ; 


Hm», (1<;<k<r+1)E EB ПЕ. 
证 ”由 于 ds 是 不 变 度 量 , 经 过 变换 ww 二 f(x,a), 有 


H(z) = ЕЕЕ) ‚(113 


特别 是 取 =a, EEE Н(а) HORR. 
当 取 a—0 时 ,我 们 已 知 使 [C(I ,0)j] 不 变 的 变换 为 (1. 3. 6) 的 形 
3X ENE RAN EA 
Vi X V, 
Vi! .x V, 


V; ' UX V. 
(1. 4. 14) 
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Hop Vus V. ЗА mam ms ERIT ЕА desee 
detV .41 二 1,“， 义 ”的 定义 见 ( 典 》 著 中 的 附录 ,由 此 知 

UH(0) = H(0)U. 
根据 Schur 引 理 , 厅 (0) 必 为 定理 的 形式 . 显然 ds ELU O 169 IR 
EAS 

SQU Gn) хе X Un) 
TURAE I F On enm, dE SU (ND ТЕ ТТВ IS БИН ETE 
定义 的 及 (4) 是 一 个 不 变 度 量 方 阵 在 a 的 什 . 定理 证 毕 ， d 
为 清楚 起 见 , 令 dst 表示 一 个 不 变 Hermite 度量 , 它 的 度量 方 

阵 在 [LCT,0)] 点 值 吾 (0) 为 定理 中 的 形式 .因此 窟 (mm oma D P 
不 变 的 Hermite 度量 有 下 "个 参数 那么 多 . 其 中 ,根据 定理 
1.4.1, 是 Kahler 度量 的 最 少 有 ”个 参数 那么 多 ,为 区 别 起 见 , 令 
dst 的 度量 方 阵 为 Н.о) EA 

hz) = detH,(z), (1.4.15) 
根据 定理 1.4. 2 


2 
T 


je 


Aa) = c, 


9f (zsa) 
de K> | 
如 “= (д taa э Hr,rt!l ) 是 另 一 组 正 数 , 则 由 上 式 可 知 


hla) = Čh, (а). 
Cp 


t—a 


定理 1.4.3 Om om, HP TEB S AS Hermite 度量 的 
度量 方 阵 的 行列 式 ( 即 不 变 体积 密度 ) 只 差 一 个 常数 因子 . 
现在 我 们 取 定 
H(0) = Г", 
me 
ds? = dzH (z)dz! , A(z) = det H (=). (1.4.16) 
这 就 是 华罗庚 度量 ( 见 《 典 ) 著 中 174 PO. 于 是 有 
h,(z) = ch(z). (1.4.17) 
ДЖ ds? 是 一 Kabler 度量 , 则 其 Ricci 曲率 张 量 为 
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3*logA (2) 
Ед 一 一 CEDERE (1.4.18) 


这 可 以 从 陆 启 钵 著 《 多 复 变数 函数 引 论 》 的 公式 (2. 5. 250 RU. 
定理 1.4.4 Zn, та) ЛХ Hermite 度量 ds? 的 
Ricci 曲 率 张 量 R35j у= iva iei 2096. 


# 
NEN glogh (е) 
Bu 一 92*2® , (1.4. 19) 
并 假定 它 是 正定 的 , 则 根据 定理 1.4.2 及 1.4.3 知 ,度量 
M 
ds = > gaG)dz'dz^ (1. 4. 20) 


是 一 个 Kàáhler-Einstein EH, 但 目前 还 不 知道 (1. 4. 19) FP. gafi 
成 的 方 阵 是 否 正 定 ,如果 存在 , 便 是 唯一 的 . 

定理 1.4.5 S Cm，…,m.+1) 上 《在 相差 一 个 正常 数 因 子 的 
意义 下 ) 最 多 存在 一 个 不 变 的 Kihler-Einstein 度量 . 

定理 1.4.6 BOUES nemen Ero DAE 
的 在 SU (N) 下 不 变 的 Hermite 度量 ;不 变 Kàhler 度量 不 少 于 + 
个 参数 ,但 存在 唯一 的 (在 相差 一 个 正常 数 因子 的 意义 下 )Kihler- 
Einstein 不 变 度量 . 

由 此 定理 知 , 当 r>1 时 ,从 Omas ,m41) 不 是 对 称 空间 ,因为 
不 可 约 Hermite 对 称 空间 的 不 变 Hermite 度量 只 有 一 个 参数 . 

定理 1.4.7 Hi Grassmann ЖМ РАН T Omm E 
的 不 变 Kihler 度量 doi 所 诱导 的 旗 流 形 S (nin m 0 RS BE Ж 
AJ di 则 Oma e ,m+1) 的 所 有 Ricci 曲率 党 相同 ,为 正定 的 . 

MERIR S (m, im HE BRE Kähler-Einstein 
度量 . 根据 (1.4.13), 取 z=a, 有 

h,(a) = с,А(а), (1. 4. 21) 

其 中 


hla) = 区 af а) | . (1. 4. 22) 
dz - 
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我 们 只 须 把 行列 式 计算 出 来 . 根据 定理 1. 3,8, 有 


~ — А, 
dW ;|z-4= ofaa, = в, Аав, | 1 | 
X KAVU pa. (1.4. 23) 
根据 F- OHE, CRS QZ AX, E 


А 2 
Ë arga | = П det W, 


gz DZ 


z=a 


7 一 1 


= | [idet(Q;cA» .x К,А) 71 


j-1 


= | [14е (4) [~ 


zm 
X |detQ; CA) |? "t7 ， 
(1. 4. 24) 
由 定理 1.3.8 知 
Q; (A= U7 HA = Fiaa (A Ra (A) TEF A,A) 
+AA, — АР, aA) R (Ау F, (OO G.A )7 
= U; H,CD? {(1, ADI — F, (GAY К, (А)! 
X F;,C)0]Q,A)! )^ 
= Оу 'Н,СА) z 
A. 4. 24) 5 
ња) = |] detk, CA) |^ det H CA) |0) 


j-1 


= [aeu + EKOE AY Ts 


x ||(de d, ADUI + F, A) FF Gd 


j-1 
X (T.A) po Unit tem) . (1.4. 25) 
因此 若 有 唯一 的 Kühler-Einstein 度量 ,应 为 


$1.4] 旗 流 形 的 不 变 微分 度量 37 


dsi— — ddlogh(z) = Утор det[7 十 F,(ZyF,(Z)! ] 
I=1 
十 > (пу. 十 … + m, )ddlog det H, (Z) 
j=] 


= $ mar([I + FKF, (ZY dF, 
j=) 
x [I + F; Е,(7у]'4Е,(7)! } 
+ > nua + т) (Н, (Z) ddH, (Z) 
j=l 


— H (Z) 'dH ,(Z)H,(Z) ан (2)). 
(1.4. 26) 
上 式 第 一 项 是 从 Grassmann 流 形 的 拓扑 积 诱导 的 度量 ,这 是 在 
SU (N) FREH ds 也 是 在 SU (N) 下 不 变 , 因 此 (1. 4. 26) 47398 
的 第 二 项 也 是 在 SU(N) 下 不 变 的 . 
根据 定义 H O=, 
[аН,‹7)];-== (0,47)(1,001! = 0, 
[ddH,(2) ),-,= (0,47,)(0,47)1 — (1,0) 
X [dF,., C2)! АЕ, (Z)]z- (I ,0)1 


7 一 了 十 1 


了 一 1 
>; dZ, a dZ], — > )42],47,. 
k=} k=1 


l 


因此 
U[H;O) 'ddH,G) — H;(Z) Н, (ZH (ZYdH,(2)]s, 


ы! j-1 
= e > dZ; ыа], — 2 42,42, 
k=1 k=] 
= > tr(dZ,dZ},) 一 - > tr(4Z,4Z],), 
kj kj 
故 
Dl Ongi ++ + m... Dtr[H,(Z)'ddH,(Z) 
j=l 


— HKZ) анн) dH), 
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У) atr(dZxdZ) 一 №) qtr(dZ, Z1) 


\ 


І jer lx jer 
= (q, — gtr(dZndZh) > 0. (1.4.27) 
І +1 
ESOS 
q, > q, > --- > g, > фу = 0, (1.4. 28) 
这 说 明 不 变 度 量 
N r 
V 8"log detH ,(Z) 
ds = D он 十 … m,y) Jz gz’ | 
x dz" dz? 


是 Kihler HE Rt. 另外 , (1. 4. 2600 中 第 一 个 度量 是 由 TOn, e, 


А; = т, jl. (1.4. 29) 
根据 (1.4. 6) ,得 
k—1 
à, = Ут, lx jekzira 1. (1. 4. 30) 
Ф} 
而 不 变 Kabhler 度量 为 


4й== 2 mar [[1 + FZE, (Zy J 14F,(Z) 


J 


XL + EZ FDO !dF(Z)'). (1.4.31) 
定理 1.48 WA W (mi, m, m41) 的 唯一 的 不 变 
Kahler-Einstein 度 量 为 
ds? = ds + ds?, 
ЖН = {кн}, va= Ад, 1j, 
而 与 4, 分 别 由 (1.4. 30) 与 (1.3. 25) 所 定义 . 


在 ( 典 ) 著 中 ,Grassmann 流 形 个 (mx) 中 有 一 超 圆 , 即 典型 
Е 90 Cnn), m Simm EEE Rn, mA ZER. 用 对 称 空 
ЕЕ, Gm 00 53 8 Om 2) 是 互 为 对 偶 的 空间 , 本 章 就 是 研 
究 旗 流 形 有 没有 类 似 的 情况 , 即 是 否 存在 @ Ол, ,my ,m+1) 的 一 
个 有 界 可 递 域 LO, тт) ,使 得 它 有 一 个 可 递 的 全 纯 自 
同 构 组 成 的 群 ,是 窜 (m，… ,mwt1) 的 SL(N,C) 诱 导 的 全 纯 自 同 构 
群 的 子 群 . 


$2.1 一 些 引 理 


丛 下面 的 引 理 ,可 以 看 到 旗 域 应 如 何 定义 . 
引 理 2.1.1 设 B 是 $1X 52 复 和 矩阵 , 忆 是 Sı Хв 非 异 方 阵 , 则 
存在 (si 十 s;) 阶 方 阵 VC SU (5,,5,), IES 


I) 0 
SJ s,s) Tt == J Cs, $2) 一 | | . 


0 —I92 
使 得 
(I°? ,0 — Р(І,В)% 
的 必要 与 充分 的 条 件 为 
I — B) |H U 
I-BE >o, T= | ， | i ° ， 
—B I 0 . K-3U, 


RPU, 与 U, 分 别 为 s; 阶 与 s; VT IEXETS TEE, аен, • detU,— 
1, 
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H-I—BBH',K-I—B B, P-SUUH-i, 
这 引 理 的 充分 性 的 证 明 已 隐 仿 在 ( 典 } 著 的 8$ 2.1 中 .如 果 有 


以 证 明 
TT = K ' | , 
0 V, 
KB V, 与 ;分别 是 s. 阶 与 s, 阶 西方 阵 . 
引 理 2.1.2 若 变换 
(1,5) =Q(TDG,T) Z, € € SUG s), 
适合 条 件 
(1,0) = О‹В)(Т,В)Ф, I— BB! > 0, 
则 可 记 为 
S —U-iHt(-— TB ) (T — B)K 3U,, 
其 中 U, 5 U, 分 别 为 9 И. REFE, detU deU, —1. X EE 
I—TT! >0—~— Hwy 1—55' 70. 
证 ”实际 上 此 引 理 的 证 明 已 完全 隐 含 在 ( 典 》 著 的 8$ 2.1 中 ， 
但 在 这 里 我 们 用 另外 的 方法 来 证 明 . 
首先 证 明 ; 任 一 入 ESU(s1,ss) 必 可 写 为 
z= | wem 0 


kd 


— Z I 


0 К(7,) 30, 
(2.1.1) 
其 中 50, 分别 为 5 与 s, ИНОЕ, detU,detU,—=1, Z, 适合 
1—2,2) >0. 反之 ,给 定 Ze EA 1—77) 08 U, 5 U, 分 别 为 
51 与 s, 阶 西方 阵 , 则 ФЄ SUC ss). 
实际 上 , 令 


» 5 я 
C D 


51 52 


5 


由 于 ФЄ SU (51,5), 
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ФО .JJ = J, 
ДЕ 
A'A—C'C-I, A B—-CD, B B— D D=— I. 
(2.1.2) 
由 此 知 A 5 D 必 为 非 异 的 . 令 
Z, =— BD”, (2.1.3) 


H (2. 1. 2) 的 第 二 式 知 
C = At BD” =— At Z,, (2.1. 4) 
以 之 代入 第 一 式 , 得 
A (I — ZZ )A = I, 
故 
A-—-U-ZZD)3U, (QU, XEFE). (2.1.5 
以 之 代入 (2.1.4) 式 ,得 
C=— Zi d 2,2} 5 2U,, (2.1.6) 
同 理 , 由 (2. 1.2) 的 第 三 式 有 
D I — D OB BDD = D Q — Z ZOD = I, 
而 得 
D = Q —Z)Z5 tU, (U, 为 西方 阵 )， — (2.1. 
以 之 代入 (2.1. 3) 式 得 
B=— ZU — ZZ 8U, (2.1. 8) 
以 所 得 出 的 А. В.С. FAX T, BEC (2.1. D. BF 


I na Zo 
det = det (I 一 ZZ; ), 
— 2 1 


故 detU,detU,=1. 
反之 ,由 (2.1.1) 定 义 的 记 可 直接 验算 适合 
TJT = J. 
BUR Z 62 1—77! 0.4 
z- И z |н + 0 
Z Ij 0 K(»* 
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HY: o /I 1 
0 K+, А n 
这 是 属于 SU (s ,s,) BJ TE 
T, = XE € 800,8), 


I W|(V, 0 
W Illo V, 


I — WW! > 0. 


故 E, 可 写 为 


H(W)- 0 
+, = (W) 2 


0 КОМ) -t 
其 中 


1 1 Vi 0 
Han taa = науа а) 2 vas 

2 

或 者 
(I,W)= Q(I,Z) 7 2 
”lz I 
HZ -YU Vr! 0 

0 KG) UV) 


DON HEHH T Eadem I—ZZ'-08AI—WW! >0; hF, H 
T =Ç 1, aF &——[0]. 引 理 证 毕 . | 
值得 注意 的 是 :如 完 为 (2.1.1) 的 形式 , 则 


к= polla т 


0 U;JIZ I 
Hi 0 
de (2.1.9) 
0 K(Zz 


引 理 2.1.3 设 有 Hermite 方 阵 
Н, C 5 
H= 
И 一 н, 52 


51 52 


. 
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其 中 HH, V Hermite 7j Е, H, УЕ, Н КСНС 为 正 
定 , 则 存在 方 阵 4 ,使 得 

АТНА = Ј(,,5,), 
其 中 4 必 可 写 为 以 下 的 形式 : 
(H, +CH CŒ OD: 0 
A= | Ta, 
H, +C — Hi 
Еф, 是 SU (s1,s;) 中 的 任意 方 阵 . 
此 引 理 是 显然 的 . 
引 理 2.1.4 it Co dé Gi s Xs BEAR E. FE sts: 阶 非 异 
方 阵 Q 及 & € SU(si,ss 十 8) ,使 得 
(1,0) = Ө(Т,С,)# 


的 充 要 条 件 为 
I — С JG,520€, > 0, 
此 时 


Г(С,)%, 0 


>-| 7 e 


—С} (вуз) I 0  D,(CO-zU,J ` 
其 中 Ti 是 SU (s ,52) 的 任意 方 阵 ,U， 是 53 Vr Er PE. 


(I m С.С + Cy Co 1 0 B 
г‹сә= | Š + СС) СС] 


(I+ CoCh) СС = G + С=С)? 
С 5 
c= E | 
C» 52 
D,(C.)= I — С; J (5; ,5;2C,. 
证 ir 


A C 51 + sz 
| | . (2. 1.10) 


в р 


sits, 5, 


H S J (s.s; +H S08 = Jis; + s3) 


$3 
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A! JGj,5)A — В' В = /(зү,з,), 


АЈС В D = 0, 
C JG ,s)0C€ — Р D =— I. 
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(2. 


根据 假设 (7.0) = QU,CO€ = Q(A 十 CB, C+D), 


必须 C=— C.D. (2.1.12) 
以 之 代入 (2.1.11) 第 三 式 , 得 
D' [C; J ,,50C, — Пр —— I, 
由 此 知 必须 
I — CiJ(s,s)C > 0 (2.1.13) 
及 
D = [I — С} 1‹5,5з3Се] 3U,, (2.1.14) 
其 中 U, A s, 阶 西方 阵 . 
H (2.1. 11) 第 二 式 知 
B' =— А! J(s,,s,)C,, (2.1.15) 
以 之 代入 (2.1.11) 第 一 3 
A! [JG «$2 — J Gi sC4C, J (siss) JA = J G5). 
(2.1.16) 
4 С, = e И (2.1.17) 
Cs) в 
则 А! ' И C Сиб» |^ =J. (2.1.18 
CoC}, — (I + C,,C!:,) 
根据 引 理 2. 1. 3, 得 
A=T(CVT, 
[7 一 CuCy -1 
_ +C,CL(I+Cy,C1, CC), ]? T, 
(I+Cy,C|),):C,Ch — (1+СьСЪ)?% 
(2.1.19) 
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Нн T 是 SU (si,s2) 的 任意 方 阵 . 以 А Җ А О. 1.15 8 


В= С; J Gase (COS. (2.1.20) 
Ш (2. 1.19), (2.1. 200, (2. 1.12), 2. 1. 14/8 
Г‹С,)&, — CD 
Е |. CGJI()E, D | 


enm 1] 
~ (CEJ Es) I 


DOE, 0 
x oh 
0 D(Co) ZU, 
其 中 
D (Co) —I—Ci J (si $35) Co. 
引 理 证 毕 . І 


5| 2.1.5 设 有 变换 
(1,5)=0СТ)П,т)®, €€SU( s 十 5)， 
HETS EIG +) Xss VE. QUO scs 阶 方 阵 ,适合 
条 件 
(I,0)=Q(C,)(I,C,)S, 
其 中 C6 为 (si 十 s) X s, 阶 矩阵 ,适合 条 件 
I—C; J (s,,s2C,>0 
时 , 则 了 在 C 的 充分 小 邻 域 中 ,此 变换 可 记 为 
S = ФГОС) TU — TC} J Goes] (I Ср, (CO ZU, 
其 中 Po(CCo 与 D,(C, BJ E Е oxe. T € SUG s, 
U, 为 么 模 酉 方 阵 , 此 外 ,此 变换 是 一 一 的 ,并 使 得 S 适合 
I — S! Jesis) S > 0. 
证 ”实际 上 ,我 们 把 引 理 2. 1. 4 得 到 的 有 的 表达 式 代 入 , 然 
后 比较 两 端子 乍 阵 , 便 得 到 变换 的 S 表达 式 . 不 过 要 注意 ,比较 第 
一 个 子 方 阵 时 ,有 
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1 = ӨС — ТС} Gs ]Г(С,)®,. 
det[/ — TC} J (1,8) ] = det[ I С JG ,5,1 | Z 0. 
根据 假设 , 当 了 =Co 时 ,上 式 不 为 0, 故 当 了 充分 接近 Co 时, 亦 不 
为 0. 此 外 , 当 工 适合 条 件 
I — T! JG, ,s, T > 0 
时 ,根据 上 一 引 理 , 知 
| I JT 
T = | 
T I 0 DOD 
c SU (s, „5; + $3). 


PQT) 0 


4 
T! = TIT E SUG:,s, +s), 
同样 可 应 用 上 一 引 理 ,因此 必 有 S 适合 
IT—StJ(s,s)S > 0, 


使 得 
' Ё ñ TOUS, 0 
| J 0 D,GUS)-3U,] 
其 中 T ESU (5,5), U, УЭТ, ШАЛЕ 
TI =T., 


故 必 是 一 一 的 . 引 理 证 毕 . | 
引 理 2.1.6 设 В... В, Bw 分 别 为 51 X sa 51 XX ss s; X 5; ЖН 
Е. 存在 ЖЄ SU (s, (5205) I JE Е 


使 得 
| 0 N = P Ë B, By y 
0 1 O 0 I В, 


的 充 要 条 件 为 


82.1] 
I — B.B! > 0, 


一 些 引 理 
Bi = (Bj B13), 


I B, = В, 
了 一 Bl J(s s)B,> 0, В, = 


0 I Ba]. 
z I ЕЧ asa 0 | 
—BJ, I 0 D, (BU, 
I — ByÍH (BDU, 0 
CB I | 0 K,(BO zU, 
Ta Tua Ts] s 
= {Та Ты Ta| s 
Ту Te Ти] 5 
1 — Ri — (B. — ВВ) 
一 | 一 有 Bi 了 十 BR 一 В» 
— Bi, В}, + B&R], I 
Н.В) zU, 0 0 
x 0 H,(B,) +U, 0 , 
0 0 D,CB) zU, 


其 中 U,..U,.U, 分 别 是 51 BT ss 阶 、ss 阶 西 方 阵 , 适 合 


detU, detU, detU, = 1, 


ES € SU (5,552, И, Є U (s; + 53), 


式 中 В= ‹{Вь,В,В»}ё&-—ЭЖЁЁЕЖт1т. 


n 0 | 
P= = 
Р, Р» 


UNH (BD) 


PaRa 


Ra = Ra (B) = GO,B4)B| Н,(В;)7', 


Pa = Р„(В) = U; H,(B) +, 
H,(B)= (I,B,)K (BDU, Ba)", 


КСВ) = I — В| Bı, Hi(B)=1— B.B! 


0 
Ur:H,(B) 


` 


* 


48 ж R 
K,(B,,) = I + В.В}, 
D (B)= I — BlJ(s,,s,)B,, 


[1 = ur т B,B,.B,,K, Bs 0 
Г, (В) = X (В, — BuBa) ]* 
d + B4B) T By (B, = B,,B,,)' I + B4B, )* 


证 只 证 条 件 是 必要 的 ,充分 性 可 直接 验算 . 
由 于 假设 包含 了 
(7,0) =P. (I. B), GS € SU (s, 152-54) , 
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而 B= (В Bud si X (s, +s) XB Е ,根据 引 理 2. 1. 1 ,得 


I — Bi] 


ч m" r) 


m 0 
>x 


0 K,3M, 
忆 一 U, HII, 
其 中 U, 与 Us DIA s 阶 与 ss 十 ss 阶 西方 阵 ， 
Hi=1—BB, К,=1— Ë B,, 
I — BB > 0. 
又 假设 可 改写 为 
(1,0) = Р,(Т,В,)%, 

其 中 


B, = 


[Bs m BB P P Ë By 
B, J 
根据 引 理 2. 1. 4, 得 


I — B,) (Г, 0 
£ 一 , , 
— B; J, I 0 Dr zU 


J i= /(з\,5;), &, € $7(5\,5), U, € U(s.), 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


. 21) 


. 23) 


‚ 24) 


.25) 


. 26) 


. 27) 
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[7 m СС» + C3 Bj; 1 0 B 
T= x (I + BasBis) BaCi]? , 
а + B4B) 20, m ei T Ba Bh)? 
B= |], сы= B. вьв 
2 B, » Vas 13 124223 
D,—I-— В! Ј,В,. (2.1.28) 
必须 I, — BLJJB, > 0. (2. 1. 29) 
T 11 Tiz 1 13 51 
id T = Л 21 T Ta $2 (2. 1. 30) 
T, Ta T; „ 
$) 52 53 
根据 (2. 1. 22) ,得 
Ty нг?0, 
Т. |= |— B,E;3U, |. (2.1.31) 
Ти E BH; iU, 
根据 (2. 1. 27) ,得 
Ti E C,,D; zU, 
T, |= |— B,D. zU, |. (2. 1.32) 
Т зз | Di3U, 
引 理 的 假设 可 写 为 : H T -JGpostsoT! J(siss2 ss) , 
| T, E Tj T Ty ' 


7 0 0 
m Ta T Ta 
0 I O 
T Ta Тз, T3 
u W Р.В), Р.В. 
P, Р.В, + P, Р.В, + Р.В). 
比较 第 二 行 子 矩 阵 , 可 得 
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Т 一 R} Ph 
T(= | (1 + BLR;)OPL | Ra = PaPa. (2.1.33) 
Ta (B5 + Bl,R1,) PI, 
另 一 方面 ,假设 也 可 写 为 
Р 0 0 
|. RaPn Pa | 


| x x x 
B Ta + В„Ты Т, + В.Г ж 


EB CLE HDEIB TE E ,有 
Ra = (Ві, + В.В) Нг = Q,B,) (Bs, Bs)t Нг! 
(2. 1. 34) 
及 I= PoU + BaB}, + (Bi: + BaB} уН! 


X (Bl, + ВВ)! ]Р}, 
= Pa, BDU + В! HTB 1 ,Bss)! Pj 
= Pall, Ba )KT U ,B,,)! Р}. 


因此 —Pa—U?SH;, Н, = GQBSQK|,,BS), 


(2. 1. 35) 
Ж 0, X s: 阶 西方 阵 . 
以 Ra 5 Pa 的 值 代入 (2.1. 33) , 便 得 到 
Т 一 Hi B,,B4)! HryzU, 
Tu|— | [I + BHB, Ba) ]H;3U, 
Ta [В + BH; B, U, Ba)! JH; iU, 
(2. 1. 36) 


另 一 方面 ,由 (2.1.28) 可 知 


$2.1 ] — № g| E 51 


Tu — (B. — BB Dr 2U, | 
Та = — BsDriU, . _(2.1.37) 
Ts D;3U, | 
H 2. 1. 27) X. np Ag 
Г, = B М! (2.1.38) 
Ta Te 


根据 (2. 1.33)、(2. 1. 31). (2. 1. 36), 上 式 右 端的 Tn 已 知 ,以 它们 
代入 上 式 , 便 得 引 理 . l 
引 理 2. 1.7 设 有 变换 
I S4 So} s 
| 1 M 5 
los 0 | T ME 
Ол(Т) Q,CT (0 I Т»), 
Еф WSe€sU(G i ,s +s.) Qu Qa Qo) BI 5, Хә 5;Х51, 5 Хә 
和 矩阵 ,适合 条 件 
о 0 I By, vm. 
0 I 0 0 了 В, 
I— BB > 0, I— BiJGo 5B > 0 
(这 里 沿用 引 理 2.1.6 的 符号 ), 则 当下 适合 
1—ТТ| >0, I— TiJGos)0T, > 0 
时 ,此 变换 可 写作 
S,— (S, ,S,;D 


ken 


= ОН, (ВОИ — TB TT — ВОК, (В) 2U, 
S57 Q(T) {Ta — Ва + La (ТТ В; 
— (T — By) B4 JYD CB) 3U,, 
其 中 
La(T)= (Bl; + TaB) U 一 TB )^\, 
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Q CD= UH (B) U — ТВі), 
СТ) = UZ H,GD?U + BSRí(GD' + Ta Bh 
+ BI Ra (В) ] + LAG [— RíGD + T, (I 
+ OBLRAGD' 0) + T. Bh + BaRa (B) 0], 
Qa CT) = Q,,(T)L, (T); 
此 外 ,S 必 适 合 
1— 5,51 250, I—SiJG,,528,7 0, 
并 且 此 变换 是 一 一 的 ， 

证 25 (05,50,53) 75 8 Goss m] JE AS E 8, AS p AT 
Юн, BEC, N=sis: tsis Hss, JE SE DG oss s TE 23, BJ 
局 部 坐标 表示 为 

9 (8, 58,553) = (1I — TT) >0, I-—TiJ(s.,s,)T, > 0} 
= {I — ТТ, = TTis > 0, I— (Ta — ТТ) (Ts 
— TT) + ТИГ» 0). 

H T S Gn ,zss) 是 紧 的 , 故 凶 (syss) 相 对 于 窜 的 闭 包 也 是 紧 
Ву. (838 Dls sss) E С^ 中 的 部 分 ,其 相对 于 С^ 不 是 紧 的 ,因此 
是 一 无 界 开 集 . 当 Ti 一 0,T1s 一 0 时 ,Ts 的 元 素 可 以 任意 大 . DG, 
s2，53) 是 连通 的 ,因为 任 一 点 可 用 CY 中 的 直线 段 (T, ru T) 
(0 委 : 委 1) 把 点 10,0,T2 55 T — UP Ts T) АННЕ, ifii (0,0, 
T48[ 5 (0,0, 0 HEC d (s. s, s RE С^ 中 的 连通 域 . 

由 引 理 的 条 件 知 BC 9 (5, ,5,,5,). 应 用 引 理 2.1.6 A, 2 必 为 
以 下 的 形式 : 


V. У, Уз» 
T= V4 V, Va 
Va Vs Va 
I — R, (B): — (В, — ВВ) 
= | В, 了 十 BRa(CB)+ 一 В» 
— B4, В}, + Bti,R, (B)! I 
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H,(B)-iU, 0 0 
x 0 Hi(B)-3U, o |.(2.1.39) 
0 0 D (BU, 


根据 引 理 的 假设 
I S. S, UU Tu Ta 
k | Y = QC) А | NES 
比较 上 式 两 端 第 二 行 的 子 矩阵 ,并 令 
La = La T) = Qa (T) Qa (T), (2.1.40) 
便 有 0= Qo MD UaV + (L. Tu + РУ, 
+ aTa TAa] 
= Q, (TV + Ta Vn + LaVy + TV, ТЫУ). 
以 (2.1. 39) 中 7x 的 值 代入 上 式 , 便 可 得 到 
L4CD) = (Bi, + TaB) d 一 了 BID) 
Hi 
I= Qa TLV + aTa + DV; 
+ aTi + Tj4Va], 
以 Vx 代入 ,得 到 
Q, (T)= U; H,CGD [Va + ТУ» + La 
x Var ЕТ, БТУ)". 
最 后 ,比较 第 二 行 第 三 个 子 和 矩阵 ,有 
S557 Q, (Z)[L Vu + (T+ LaTi 
+ Ta + La T) V; 1. 
以 了 x 代 入 , 便 得 到 引 理 中 的 S;; 的 表达 式 . 

引 理 2. 1.6 是 应 用 引 理 2. 1. 1 与 2.1. 4 来 证 明 的 ,此 即 对 于 
f£ -— & € SU (5,5 ts) BEMUS A (2.1.39) 的 形式 ,其 中 
B€3O(s, sis. ZI BES, s H C2. 1. 3D ELW SG ap 
属于 SU (s,ss 十 s3) ,这 可 直接 验算 之 .因此 , 当 了 ER(nyssss) 时 ， 


A 
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I — Ra (TY = (Tis — TaT n) 
T= 一 Ti I + Ti Ra GT)! m T 
—Th Th + TIR, T 1 
"HG 0 0 
x 0 Hy) 0 |， 
0 0 Di $ (T) 


pu EC SUC; sd) EX il =£! TESU(s s52 F 53). 
因此 必 有 S€ DG.,s; »53) ,使 得 


I — Ra (S)! — (S 一 8,8,3) 
T,= |— Sl, 1+ Sth Ra (5S) — 5,3 
— Sh 5}, + ShR, (S) I 
Н,(5) У, 0 0 
x 0 H,G)^3V, 0 ， 
0 0 Dj ?(S)V, 


Жр VV: V: 是 西方 阵 . 故 仿 引 理 2.1. 6 的 证 明 可 证 六 诱导 的 
变换 Tr>S H (5,5,5) = (5,5). 由 于 有 逆 变 换 : 
T =T’, 
Ю тї: ®(51,5›,530)—> DG ss s Eeh. 引 理 证 毕 . | 
0138 2.1.8 Ў B. Bs Bas IJ Gi Hs) X ss Gi Fse) X si. 
53X 8, 和 矩阵 ,存在 
T € SUCs + 5: +s), 


和 P € DG + 5,5), 

使 得 
Ë 0 N si + sz =- By ME 
0 I O 33 0 I В, 
31 H 52 53 34 

的 充 要 条 件 为 


I — Bi J(s,,s)B, > 0, I — Bi J Cs; >$; + s )B, > 0, 
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I — J RÍ, — (Bi — BBa) 
T= — BJ I+ BRR} 一 В» 
— ВІ, Ві, + ВЁ\, I 
r (B $, 0 0 
x 0 н,(В) ZU; 0 ; 
0 0 р,(В,) 20, 


Я T ESU (51,5) „07,007, Hl s Из 阶 西方 阵 ， 
R,— Ra (В) = (1,В„)В| J (siss CE — В.В! JG, 50], 
Н,(В)= U, Ba) Di CB.) , Ba), 
D,(B)—1— В| J(s,s BI, B, = (В,,,В\у), 
D,(B)= 1 — B! J(s,,s; + s3)B,, 


в,— 1 HE "n 
0 1 B5 
1 一 1 
T' (B )= [I Bg (q 十 BB) Ва] 0 | ， 
ü 十 ВьВЬ) * Вь В 一 (7 + ВВ)? 
Bo 51 1 
B,— 9 R (B) 一 了 十 Ba Ba. 
Boz 52 
з 十 5 


证 ”由 于 在 假设 中 包含 了 
(1,0) = Pu(1,B)T, В, = (В„,В), 
而 B, 是 (5 十 sz) X Gi ESORR EE TR 385128 2.1. 4, 当 
1— В! Ј(,,5,)В,.2>0 时， 


I — By 
ыы І j 

Г, (В), 0 ss 

0 D (BOIU, | +s 


(2.1. 41) 
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HEA U, X sits: NENET ESU ss), 


D (B) = 1— BiJ(G s)B,, (2.1.42) 
[ПТ — Bad + BuBa) BAJ 0 i 
DG) 1 
| vi + B, B},) 7 rB. Bi, = q + Bo Biz)? 
(B, 51 | >t А 
= |в, y R CB) = I + Bg Bi. (2.1. 43) 
5; +s 
H (2. 1 4D Ab PG S, P (B D G-EB,Bi Ji 同样 ,由 


《 , ) — P(I,B,) . B, 一 | | | | 
0 1 Bj 


及 引 理 2. 1. 4 知 , 当 1—В} JCs: s2 +s) В,2>0 时 ,有 


了 — В 
т -| | | 
— B; J (51,5, + 53) I 
Г, (B,)š, 0 | n +s + s 


, 
5 


0 D,(B,) *U, 
(2. 1. 44) 
Я U, ` s, ЁТЕ A RE, T E SU, s52 53), 
D,(B,) = I — В; J (s,s, 4-5)B,, (2. 1. 45) 
[I — (B — BisBas) U + В.В) Е 
Г,(В,) = X (Bj — ByB4) Ë 
(T+ BasBl) TBa (Bi — B.B.) — (L+ ВВ) 
(2. 1. 46) 
记 
Vu Vi Vis si s; 
T= |У, V, V, з, 
V, Vs Va ^ 
$c so ë s 


同 (2.1.41) 及 (2.1.44) 作 比较 ,得 
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Va I 

Vaio |— BI |r (BOS, 

Va 一 Bid, 

Va — By + BBa 

У, | = — By D.(B,) zU ,, 
Va I 


AUBJ JG). 
如 同 引 理 2. 1. 7 的 证 明 类 似 , 由 
$ = Jg + s, H SOR JG, s, + s + s.) 
ЛУЈ —J Vi = ЛУ 


гоо 
及 | | Сул Vk VS 
0 I O 
—VhJ, V} Y 
Е К РВ PB; 
С |Р P, + РАВь P, B. + РВ], 
得 出 
V, — J RiP} 
Va| = | G4 BSRIOPh |, Ra = P Pa, 
Vu (Bj, + BRI) PL, 
则 
R, = (Vy + ВАУ: DP, 
= (B, + В.В) — B.B! Л)! 
= (,B,)BI J d — В,В! JO, (2. 1. 47) 
及 


I= PaVa + Bpa Va) Ph 

= P,,L( + BIR} O + Ba (Bl + В.К!) ]P5 
PS[G,B4)G,B4) + T,B., >B J (I — B BIJ) 
x B,GQ,B4Y IP} 
= Pa, Ba) [I + (I — BLJB В JB,]O, Ba)! Р), 
= Pad, Ba) O — BL JB) A, Ba) Pi, 
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故 
Pa =U; HG), U, 是 ssXs; 阶 任意 百 方 阵 ， 
HB) = (1,В,)0, (В) ! Ba). (2. 1. 48) 
引 理 证 毕 . | 
引 理 2. 1.9 设 变换 


I 55 Sis "оТ І Tu ng 
0 I SA) 5 0 I T, 
sE 83/54 
式 中 
TE SU (5,,5; F 5; + 5), Q € DG + 5,59) 
适合 
7 0 0 I В, В, 
= Q(B) 
0 I 0 0 了 В» 
其 中 


了 — В| J(s.,s,)B, > 0, В, = СВ, Bis + s25 


І By By 
I— BiJ(G54-5)B,2 0, B,— А 
(0 I Ba 


则 此 变换 把 适合 以 下 条 件 的 工 A: 

1— ТЈ ӘТ > 0, I — ТЈ. + 5\7» > 0, 
一 一 地 映 为 适合 以 下 条 件 的 S 点 : 

I-—51JG,,528,2» 0, 1—55 7651,5, + 5,355 > 0, 
JFHLAE пр Оң T E B T bur): 

S,— Z P (B [I ТВ (5,5) J 
x ГТ, — B,JD, (B, zU, 
(这 里 沿用 引 理 2. 1. 8 的 符号 )， 
$357 Qu CO {Ta — Ba + La (Ta — Bs 
— (Ts — By) Ba41)D;(GD73U,, 

其 中 U, AE 5 5, 任意 西方 阵 ， 
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La(T)= (TB J Gis) U — T,BLJ Gs], 
„(Тә = U; H,GD? + Ві, + T, Bl + BIRI) 
c LaODL— J Gio s)Rà + Tu (1 + Ву,К) 
+ ТОВ» + ВК) 1), 
К = R4CB) = G,B,)Bl JG, s LI — ВВ! ЈС 5) |. 
证 利用 (2.1.41) 式 , 即 得 S, 的 表达 式 . 
令 L, CT) = Q, (T Qa CT), (2. 1. 49) 
比较 引 理 假设 的 变换 两 端的 第 二 行 子 矩 阵 , 有 
0 = Qa (TEV + TaVa 十 LV + ТьУ» 十 Ti 7 7， 
并 用 引 理 2. 1. 8 所 证 明 的 Vi 值 代入 ,得 
La4GO)-— (Vi, + T V, (У, + TV, 二 TV) 
=—L[— Bl,J, — T BJ LU 一 (TB + T4B,),] ^! 
= Q,T,)BE JO — T Bt JD. (2.1.50) 


由 
I = Qol Va + T4V + L, (V , +TV + Т.У») ], 
以 Vx 代入 ,得 
Өз= U; H,GD (1 + BiR} + T, CB), + BIR}, ) 
+ La (DL ЛЕ + T, + В.к) + Ts (BI, 
+ ВЬК DD. (2.1.51) 
比较 第 二 行 最 后 一 个 子 矩阵 ,有 
S, |= Qal Vz + T, V, + L, (T> (V, + TV + TiaV 3s) | 
= Qui — Ba + Lí4ODLT, — Ву 
— (Ti — Bj) Ba ]) D; G5) 7 3U,. (2. 1.52) 
其 他 的 证 明 变换 是 一 一 的 ,完全 可 仿 引 理 2. 1. 7 相应 的 证 明 , 引 理 
WES. I 
在 引 理 2. 1. 7 的 证 明 中 , 域 
$Gis,5)-— U— ТТ > 0, I— TiJ(s, 53214 > 0), 
PZA 2-333 3x e — p n 8 bj. 
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t4 


(Til; 
Ф) (51,52,53) = [o — TJ (в\,5ӘТ > 0, Т = | | , 


根据 引 理 2, 1.8, 这 也 是 可 递 域 . 

所 谓 2- 旗 域 © Ол, m; mo dédit 2- RUD S Omni ут, тз) PE 
V, 的 连通 开 集 , 它 在 SLCN,C) 的 一 子 群 诱导 出 D 的 自 同 构 ,并 
在 此 等 自 同 构 下 9 是 可 递 的 . 


$2.2 г-ны 


在 此 只 考虑 7 放 1, 因 为 r=1 时 ,1- 旗 域 就 是 Rinom), Æ 
《 典 ) 著 中 已 详细 讨论 过 了 . 男 外 ,2- 旗 域 的 定义 是 在 32.1 的 引 理 
证 明 过 程 中 得 出 的 ,因此 我 们 先 推广 $ 2. 1 的 引 理 ,从 中 进而 定义 
任意 的 一 旗 域 . 
我 们 沿用 $ 1.3 的 符号 ， 
I Za ct Z. Zea 
I Ut 2r 2,741 тэ 
во Def om s qp 
0 0 Ut I Lr 
考虑 x 在 什么 条 件 下 ,存在 TE SU n, smat т) ,使 得 
I 0 = 0 O 


0 I ... 0 0 
. . |=РИЖ, P € Downs. 


(2. 2.2) 
B] 
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P, 0 mı 
p= Р, Pu m2 ‚ 

P, Po P, 17 

mı m» m 
这 里 , 

| I А, A, Ау 
X = | 0 I 人 А, „+1 
‚0 0 I А, 


首先 (2. 2.2) 包 含 了 
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(2. 2. 3) 


(2. 2. 4) 


(1,0,+#,0) = Pua, ADT, A = CA, Au). 


根据 引 理 2. 1.1, 当 且 仅 当 7 一 441 >0 时 ， 
Pu= UP HD, 

I —А, 

жол] 


z- | H4CA,)8U, 0 


其 中 


0 К\(А СЕЙ, 


9 


(2.2.5) 


H (A) =I- AA >0, К,А) =1— АА. 


又 关于 j> (2.2.2) 也 包含 了 

0 _ [I F(A) F(A) 

= Pin 
0 I O 0 I Aja 

其 中 Fa. F, CAD BJ ЕХ МЕШ 1. 3. 8， 
Wr |Р И А , 
0 了 I 
Pi € On sss ma). 
根据 引 理 2. 1. 6 知 , 当 且 仅 当 


|z, 


=ч 


j+1 一 


(2. 2. 6) 


(2.2.7) 


I— FA) J Gn; m, + + -- т)Е (А) > 0 (2.2.8) 


时 , (2. 2. 6) 才 能 成 立 , 此 时 
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r s hao Сз 
TSSL FEA ТЕРАСА) R, CA А, 
— FAY — H-F4CAY! R44 CA! I 
НА) 21, 0 0 
x 0 R,CA)-3U, 0 ， 
0 0 Ю;# CAU,, 
mio + mj туку таз т F maa 
(2.2.9) 


其 中 由 Dr 分别 为 办 十 …… 十 mi mamat т, ТЯ 
方 阵 . 
Riri11(A)= (U, A) EFCA) H,CA»^!, 

НХА)= I — FAFA) , 

RC 7 I,A DKA 0,4, 0, (2. 2.10) 

K,(A) 7 I — FAY ЕА), 

D, CD 9 I — F, (AD! JGny m, + 4 mj OF, (А). 
现 作 变换 
9m = Q, (Z)5,, (2.2.11) 

其 中 S€SU(n,m;c:---m.), Qi€DG, m), 
适合 


=Q (AT — (2.2.12 
0 0 . I 0 
《2.2.11) 与 (2. 2. 12) 包 含 了 
I Fj,QV) FW) 
BUE 
F4) F(Z) 


"— 
= е; 0 Za 


|= (2. 2. 13) 
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了 F. CAD F (A) T. 


7 0 0 
0 I Aj. 


o I E о 
(2. 2. 14) 
当 j=0 时 ,根据 引 理 2.1.2, 4 
1-2,2 >0, 1— АА] > 0 (2.2.15) 
时 ,有 
Wi= ПОН, САТИ ТА} ) (2, — АК, (А) TU, 
(2.2.16) 
Н,(А) = I- AA KD = 1I- А} А, (2.2.17) 
其 中 ,为 任意 的 m 西方 阵 , U, 为 mz 十 … 十 mw+1 阶 西方 阵 , 这 是 
将 


I—ZZi > 0 (2.2.18) 
一 一 地 映 为 
I—WW| 0 
的 全 纯 ( 实 味 上 是 有 理 ) 映 照 . 
M r>l, j=1 if, HF 


F (Z) = Z,, 
(2.1. 13) 化 为 
了 Wz $8, uu I В Sia 
= Z T, 
И I W, | e JH I Z, | 
适合 
1 0 0 I X, A 
= A T 
Ё 1 | © | 1 x 


应 用 引 理 2.1. 7 知 ,如 令 
Aj = 1,43 = Aini An = A,,Z, = Bini Z, = Z, 
则 有 
W,= Q,,(Z)(Z, — A, 十 ZooCZ)I[Z — As 


— (Zu = Ar)An D73 CAM, (2.2.19) 
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其 中 
L, (Z)= CAT; + ZA) U m ZA 27, 
902) = ОН, САЗ + AGRO CAY 
+ ZasLAn + АР. (А) ] 
+ Т», (Z)[— R, CA) + Zud + ALR, CA): ) 
+ Zo Ah + ASRaOD!2]), (2.2. 20) 
R, (A)= (I,A,)A H (A > !, 


I°? 0 
D (A)= I — Al J(mi,m,)A,, Jn m) = | | 
0 EN Iv» 
(2.1.1600 5 (2. 1. 19) 一 起 , 拒 域 
I — ZZ! > 0, 
I — F(Z) JOn, m) F,CZ) > 0 (2.2.21) 


——} ER AA E. 
ш у>] Е.В 2.1.9 (2.2.1325 2. 2. 10 
FW)= S; ID (AT — F;ODF,CAY 
x J n, 3 771» 十 … 十 жу) ] ! 
x ГЕС) — F,CA5]D,CA 235, (2. 2. 22) 
W; = Qi ЕЛЕУЛИ) = As + Li (Z) 
X [F,(Z) —ЕК„(А)—(Е„(2)›—Е„(А))А,у,]} 
x D. (ADU GSE 1,0,7 1), (2.2.23) 


其 中 
Ө (Z) = ОН СА) ФЕ, (АУ R, CA)! 

+ Za А! БЕ, (АУ R, CAY] 
+ L. (Z)[— J Gn m, + mR A 
+ FI GZ) + F CA)! R... CA)! D 
+ Е„(7)(А БЕ. (Д) А, (4) 0], 

L. (Z)= (TZ DF СА) J Gn m; 十 … + тр 

x [I — Z,íF,CAY JG m, 十 … + m] 1, 
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Ra A= A,A F, (AD! J m, m, + * + maa) 

x [I — F,UDF,CA)! J(mi,m, + e t ma) J's 
D, CA) I — F, (А) J(mi,m; + + + m;a)F CA), 


[I — G, CAG + GC! С, СА)! 0 i 


x GAN ]7 
ГСА) = . а t3 Ы 
UO Ga T 

G (A) m 十 … + m- 
F(A)= | ^ | E 

ССА) m; 

mj 十 … 十 Hle] 
5,64) — I + Ga AOGA. (2. 2. 24) 


变换 (2. 2. 16) (2. 2. 19) 5 (2. 2. 23) 是 将 域 
I— ZZi >0, I— FO) JGnu,m)F,QOD > 0,7, 
I — F(Z) J mi m; + i mi F; (Z) > 0 (2. 2. 25) 
-一 地 映 为 其 自身 ， 
MEL rA (7222) 
SDGn m m.) : I — ZZi > 0, 
I — FO Jn m, + + + m;)F,(Z) > 0 
(у= 1. ,r), 
这 是 一 旗 流 形 S Gn "ното, em) H B, 坐标 邻 域 的 连通 开 集 . 
定理 2.2.1 Ж (mi om sm ES € SU Gn mi + 
m, BENEKTE, 3 H #E АУУ F AE прай ну. ШЖ 
АЄ® Gn mma. r1 时 ,把 A 映 为 原点 的 变换 能 表达 
为 (2.2.16)、(2.2. 19) 与 (2.2. 23) (J 二 2,…,r 一 1) 的 形式 , 当 
r 一 2 时 ,变换 能 表达 为 (2. 2.16) 与 (2. 2. 19) 的 形式 . 4 £— 1 时 , 变 
换 为 (2.2. 1603E ЖЕ D On m) = Ё Ол, m) de PURUS. 


之 1 


W 9, (1,1,1) : 1—Z' J(O,DZ»0. Hm z-| КТ 


之 2 


1— |z, |? + |z,|? > 0. 
这 是 C^ 中 的 无 界 域 . 到 目前 为 止 , 还 是 很 少 人 研究 多 复 变 函数 论 
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中 的 无 界 域 . 我 们 已 经 知道 它 是 一 可 递 域 ,根据 引 理 2.1. 5, 把 


= 网 EDA. 1. DD 映 为 原点 的 变换 为 


tO, 2810) — 8,4, 
| larar- | 


Zð) — Zü; 


[zi 7&4 lo. 
D(A) Те", 
Z2 — а 


其 中 &ESU(C ,1L) ,最 简单 的 是 取 "m, =I, 
DCA) = ]— ERE + la C> 0), 


x 


(1— Ja PDEA — la [ + |a,|2)7 0 ' 
ra= | lasl la, |? + 1,1 | 


да, + la, 7 — c (а, 
а 0]! 
EE 
v = (1— \а, |? + 1а, |2972 


1 — za, + 22а, 


则 


wz 


PLA + z,à,) (e, — ау) — ей, — аз) 
+ Y[z;i Qm — ai) + (0 — ла) (z; 一 az)] 


要 直接 验算 此 变换 使 @,(1.1,1) 不 变 ,是 相当 麻烦 的 事 ,不 过 我 们 
Zils 
可 借助 ( 典 ) 著 中 的 方法 来 直接 验算 . 更 一 般 的 , 取 Z- р | 1 


2) $2 


5 
3 


| a[ (1 + Z5d5) (ZI 一 à) 一 z aG, (z; 一 as)] | 


A 
Ed 


s + s 
， (2. 2. 26) 
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А С 
i А р 
51 十 52 53 
由 TJ (51.545) 7 =J Gisss- 5) 81 
АЈА — СС! =, 
AJ,B! — CD! = 0, 
BJ B? — DD! =- I, (2.2. 27) 
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其 中 


J, = J (siss). (2. 2. 28) 
根据 条 件 
(TIT,W) = О‹7)(1,7)%, (2.2. 29) 
可 记 为 


W= (A + ZB> (C + ZD) 
= (ЛВ + ЛА JIDD +C.. 
(2.2.30) 
由 此 知 
I — W' JW= (D + Z! JC) [OD + Z! J C) 
x (D + C' JZ) — UB + ЛА! JIZY J, 
x (ЛВ + J,At JZ) KD + C JZ 
= (D + Z + ЛОТИ — Z! J,Z) 
x (D +С ЛЯ) > 0. 
(2.2.31) 
这 证 明了 变换 52. 2. 30) 将 9), (в, .5,,5.) — — ЊН у 9,5, 55,5), 
KS og ERA. 由 于 Ç 适 合 
SJ (51,5. 十 S8 = /(5,,5, +s), 
必 适 合 
T! J (5,5; + $3)T = J (s,s, + 84), 
此 即 
АЛА – B B=J, AJC—BD=0, 
C J,C — D' D —— I. (2. 2. 32) 
若 变 换 把 Z=2Z,。 映 为 W=0, 即 (2. 2.300386 
0 = (A + ZB) (C + 7р). 
由 此 知 必须 
C —— Z,D. (2. 2. 33) 
以 之 代入 (2. 2. 32) 中 第 三 式 , 得 
DU—ZVJZ)D-I. (2. 2. 34) 
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当 ZED Css), BI EX BILD 
D=D,(Z) ZU, D,(Z)=I—Z)J,Z,>0, (2.2.35) 
其 中 上 U 为 任意 的 5 十 ss 阶 西方 阵 . 
由 (2. 2. 32) 中 第 二 式 与 (2. 2. 33) 知 


В! =— A'J Zo (2.2.36) 
以 之 代入 (2.2. 32) 中 第 一 式 , 得 出 
А! (J, — JZ Zo Ј)А =J. (2. 2. 37) 


H TJ, EERI AERE B -— 4" J; EE HIE dE yp BJ. 根据 引 理 
2.2.4, 
A-IGOZ, 入 ,( 是 任意 的 )E€ SU (5,5), 


[I — Zu + ZiZa) Zh 0 


一 1 


kd 


rZ) = | | | 
(1 + 2525) 1Z Za m (I + 2220) 


Z= B 5 (2. 2. 38) 
о Zo . . . 


由 此 ,根据 (2. 2. 36), (2. 2.30) 可 写 为 
W = А-{1—77,/,|'(7— 2,00, _ (2.2.39) 
其 中 ALD 分 别 适 合 (2. 2.37)、(2.2. 34). 
由 (2.2.39) 知 , 它 的 微分 在 Z=26 为 
dW|z;.; = АИ — 2,7) J.) dZD. 
根据 《 典 》 著 中 附录 的 符号 知 , 变 换 (2, 1. 30) 的 函数 方 阵 在 Z, 点 为 


aw 
д7 


= (I= ZZ JÐ A xD. 
7=27, 
如 果 我 们 把 (2. 2.27) 中 的 A 换 为 AT T C SU (51.5,),(2. 2. 34) 
Фа DHA DU, ,U , € SU (s,) , 则 变换 (2. 2. 39) 变 为 

W = E A G 220) (Z — ZDU, (2.2.40) 

这 仍然 是 把 Z, 点 映 为 原点 ,其 函数 方 阵 在 Z, 点 为 

aW + ас! T 
aZ 一 KC m ZoZo Ji) A X DJT, eX U]. 


2-2, 


(2. 2. 41) 
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人 
x< 
H,(0) = АЈ Css) XICO (4 为 正 数 )， (2.2.42) 
则 有 
ao aw | 
H.Z.) OZ H0) 777 _ 
IW aw | 
= F HO) 了 | ° (2.2.43) 
7=% 2=1, 


即 H,(Z.) Íj SU (s, ;57 十 53) 中 所 取 的 把 Zo 变 为 0 点 的 变换 无 关 ， 
由 于 Zo 可 以 是 Di s, ;33) 中 任 一 点 ,微分 度量 


M 
ds = dzH,G@)dz' = Dhalz, Adz dz! (2.2.44) 
a,ß=1 


是 不 变 微 分 度量 ,但 根据 (2, 2, 42),ds 是 一 个 伪 (pseudo)Hermite 
度量 . 反之 ,如 果 有 一 个 在 SU (s,szs 十 s;) 下 不 变 的 Hermite 度量 ， 
则 ,SUCsi,5z 十 53) 使 0 点 不 变 的 子 群 即 (2., 2. 39) 中 取 2Z。==0, 必 定 
有 
A Є 50(5,,5), DE 806). 

若 此 度量 的 度量 方 阵 在 0 点 的 值 为 HO), ЕН 

(А X DHO) = HOJAT J, +X D) 
可 知 , 右 (0) 必 为 (2. 2. 42) 的 形式 ， 


x< 
hi(z) = det HG) = (— 1A twah (z), (2.2.45) 
其 中 
Е aw |° 
hlz) = |det 37 (2. 2. 46) 
2-2, 
E 
22] а? 
halz) = 9 loghi) = 9"logh (2) (2, 2, 47) 


azaz’ CEA EM 
如 果 它 所 成 的 方 阵 五 (zx) 是非 异 的 , 则 定义 了 伪 Kahler-Einstein 
度量, 由 于 A 是 53 Br EE, D 是 S; 阶 方 阵 ,根据 (2. 2.39), 
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dec 27 = [derA-'det(I — ZJZ T [dep] , 


Z—2, 


BT 
det(4 — ZZi Ji) = det — 21,2). 
而 由 (2. 2.37255 (2. 2. 30 ,有 
|аегА т |? |det(J, — J;Z Zi JD | = |det(T — Zi JiZol. 
|4е10 |?= det — Zi J Z), 
故 (2. 2. 46) 化 为 


h(Z,) = det А = det(] 一 Zi JZ, CUR, 
7 12=2, 
(2.2.48) 
其 中 Zo 可 以 是 ©, (s, ‚52 5) 的 任 一 点 ， 
引进 微分 度量 
M 
d = Dha(z)dz’ dz?, (2. 2. 49) 


a,8=1 
其 中 hatl. 2. 4D E X3 M= (5, +5) 5з, 
z = (zl, ,z") 
是 把 矩阵 Z 的 元 素 排 列 成 一 向 量 , 由 于 (2. 2. 48) 
ds? = ddlogh (z) 
=— Ndtr{(T — Z JuZ) dd — Z! Juz») 
= Ntr{(T — Z! J Z) dZ! 47 
+ (I — Zt ЛА) Jazd — Z J,Z) '47' J,Z) 
= Ntr((] — Z J,Z) dZ! [I + ЛАА — Z JZZ 17,42} 
= Ntr{(T — Z! JZ) MZ [I + QI ЛЕ JZZ Maz) 
= Ntr((I —Z J ZdZ (1 — J ZZ J dZ}, 
故 
ds? = Ntr((T — ZZ! Jy dZ ad — Zt JZ) dZ J,). 
(2. 2. 50) 
M Z=0 时 ， 
ds?|;.,— Ntr(dZdZ! Jj) = Ntr(dZ! J,dZ) 
= Ntr(dZ! dZ,) — Ntr(dZ! dZ,) , 
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BHO» siss 个 特征 根 为 正 ,szss 个 特征 根 为 负 , 方 阵 
H (=) = (Розб®))\са,а<м 
也 是 如 此 . 
定理 2.2.2 域 
Js: I — Zt JGus0Z2 > 0, 
其 中 


是 在 SLCGnys 十 5) 下 可 递 的 ,并 且 有 唯一 的 (在 相差 非 零 常 数 因 
子 的 意义 下 ) 伪 Káhler-Einstein 在 SU (siss: Һз) КЖ Е 
(2. 2. 50); 此 外 ,使 原点 固定 不 变 的 SU Css +s) 的 子 群 为 
SU Csi s52) X SU Gs.) ,因此 

Ф, (54,5 s|.) 2 SU(s,,s, + 53) /LSUG; s X SU]. 

现在 考虑 域 

(51,52,53) : L — ZZ! 220,1 — Z! &€G,,502, > 0, 

Z= (Zu Z5, 


I Z,.)(Z 
2= | i | Wii = FO. 
0 I 2,3) 5% 
53 (2.2.51) 


这 可 看 作 把 DG sss) EXE TE Grassmann 流 形 拓扑 积 S Csi ss + 

53) 义 客 (51 十 52,53) 中 的 域 ,由 此 根据 以 上 定理 ,可 诱导 出 PD Goss, 

53) 的 微分 度量 

dsi— АСО — 27,7| > 14Z, G — Z! 2,)-1d21 ] 
+ Astr[ CT — 272,70 J.) 747,01 — Z! JZ) dZ} J], 
(2.2.52) 
J, = 1) 5,5). 
在 Z=0 i}, 
dsi— Atr (dZ;,dZi, + dZ,,dZ!,) 
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+ Atr(dZl;dZ,, — dZi,dZ,) 
= AtrC(dZidZi) + (À, + А) 
X tr(dZ,,dZ!,) 一 Atr(dZ,,4Z;,). 
这 表示 (2. 2. 52) 的 度量 方 阵 可:(Z) 在 原点 的 值 为 


АІ 0 0 552 
HO = |0 Q+ ADI 0 5153, 
0 0 — 51 $253 
而 度量 方 阵 在 任 一 点 Z € 9 6G, s, ,53) 的 值 为 
t 
HG) = % Pl сара 
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(2.2.53) 


(2.2.54) 


(2.2.55) 


其 中 W= (2,7) Е SU (51.557508 SJ S Gi s 532 的 H [BIS 
把 2% 点 映 为 原点 sÀ: s Àz 可 以 为 任意 的 非 零 实数 . 与 Ф, (5, 1525532 E] 


情况 不 同 的 是 :如 果 取 А, OA f С, RR A fi 


À, = А> 0, À; = А А > 0, Аз = А > 0, 


(2.2.56) 


Ж (2. 2. 54) 是 一 正定 方 阵 ,而 (2. 2. 53) 74#— КАҺег 度量 .根据 


(2.2.55), 
hilz) = Aussi (20), 
其 中 


2 


det aW 


z=zo 


若 能 证 明 


_ _ &logh(z) _ . 
hg) 一 2z*3z (a, В — 1, ,M) 


所 成 的 方 阵 是 正定 的 ， 


M= s.s, + 5153 + 5253, 
则 


M 
dsz-- > ha(z)dz" dz? 
a=] 


(2.2. 57) 


(2. 2. 58) 


(2. 2. 59) 


(2. 2. 60) 


是 唯一 的 s s PE SU (s, s; + s,) ЕЖА Káhler-Ein- 
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stein ЖШ. 
根据 引 理 2. 1. 7， 

dW, [z-z = UPH, (Za) (1 m Дый)! 
x dZ,K, (Zn) 2Ú,, 

dW;, [z-z 一 Q5 Zo) (dZ; + L, (Z) 
x (dZ); 一 dZisZ on) MD; (ZU,, 

Z= {Zo AA 


Zo 一 (Ау: ыз). (2. 2. 61) 
由 此 知 
det w = det H, (Za) "v detK, (20) i 
2=7, 


X |detQ, CZ) [^detD, (Z,) ^ 
= det (I — Za Z} ™ 
X ае 一 Ziad Csi ss2)Z ] ^ 
X |detQ,,(Z,) |, 
(2. 2. 62) 
其 中 ,根据 引 理 2.1.6 &(2.1.35),Q4 ZO — P,, ft 
IdetQ,, (CZ) |2= detH,(Z,) `! 
= de G,Z4 K (ZOU „Zoa! ] 1, 
(2.2.63) 
К,(2)= I — Z} Zo. 
因此 h(z)= det(I — ZZ ) “det (I — Z} J,Z,) % 
X аен, (2) 7°, (2.2.64) 
据 此 , (2.2. 60) 25 
452 = Ntr[(I ~ 7,71) 'dZ (I — Z! Z, dZ: ] 
+ [И — ZZ} 1) 147,01 — Z} JZ) dZ} Jj] 
— sstr[H.(Z) 'ddH,(Z) 
— Н,(2) 'dH,(Z) ан, (Zy 1. (2. 2. 65) 
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由 于 
dH,(Z)= (0,dZi) KZ2) Ad, Za) 
+ d,Za)K (2) 71 dZ K (2) Za, 
ddH,(Z)— (0,4Z,)K,(Z)"1(0,dZ,,)' 
+ (0,4Z,)K (Z) 147 ZK (Z) U, Za) 
+ A.Z) K (Z) Z} dZ, K,(Z) !(0,47»)' 
+ (I,Z,, KZ2) -1d2! dZ, Ki (Z) 1(I,Z,,)! 
+ (I,Z, K (Z) 171 dZ,K,(Z) Zi Z, 
X KDU, Za) + d,Za)K (2) 4212, 
x KZ)" ZI dZ K (Z) 1(I,Z,,)' , 


特别 是 
dL, Z) |z=o = 0, 
ddH(Z)— (0,47,,) (0,47,,)' 
+ (1,0)44] 47, (1,0)' 
= 47,42}, + 421,42,,, 
故 有 


dsl|;.,— Ми (47,471, + 4,4713) 
+ sotr(dZ13d21, — dZ,,dZ;,) 
— 51047,47, + dZ!,dZ,,) 
= (5 + s)tr(dZudZE) + (s, + 2s; + 53) 
X tr(dZ,.dZ!,) — (s, + sotr(dZ4dZij). 

(2. 2. 66) 
然而 ,这 不 是 正定 的 ,因此 ,(2. 2. 65) 定 义 的 ds} 只 是 伪 Kahler- 
Einstein Ë Et. 

定理 3. 2.3 2- 旗 域 
(54,55,54) 111 — ZZ] > 0, I — Z) JG $07, > 0, 
Z, = [^ — Ml 5 
7з 


3 


2, 一 (Z, Zn , 


5 $ 


52 
2 3 
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存在 SU (s1,s; 十 $3) 下 不 变 的 Káhler 度量 . 
ds 一 jatr[ 4 — Z Zt) dZ d — 717) 471] 
— patr[ (7 — 7,71 J> dZ A — Z} J Z) dZ} J.J, 
其 中 p 二 之 0, 但 不 存在 不 变 的 Kahler-Einstein 度量 , 仅 存 在 唯 
一 的 不 变 的 伪 Kihler-Einstein 度量 (2. 2. 65). 
现在 研究 r2 的 一 旗 域 
Dns sm, ота) + I— TIT] > 0, 
I — Т) J (mi m; + ++ + m)T,;7 0, 
T; = F,(Z) G= 2er), Z = (5,5,2). 
把 安装 
C: On numum > £n, m отут) 
限制 在 Ф Оо, yo) ,得 出 
Sn mom) = g) X XE g), (2.2.67) 
P; = mi + + mj, q; = тд + бе + m, 
(j — i,r) 
中 域 的 拓扑 积 
I— TT > 0， 
I — T) ЈОотут + t тәТ, >20 (j= 2,%+,r) 
(2.2.68) 
的 像 域 (CD Om, m0. 于 是 根据 以 上 定理 ,得 出 (2. 2. 68) ë 
义 的 在 LSU Cmn om += +m, T FRE H Kihler 度量 诱导 出 
DOn от) SU Ол, ,742 十 中 十 m41) 不 变 的 伪 Kihler BE, 
dsi= Аїт[(Т— 7,7] ) 147,07 — Zt 2,)-1d21 ] 
+ УА — F,(Z)F,(Z)' J, aJ '4Е,(7) 


=? 
X Hu m F, Z)! J; 4F,C2)] dF,CZ»Y Jits 
Jia Jm, т + + + п) (j = 2,3). (2. 2. 69) 
НЕ А, ++, ,使 之 成 为 Kihler 度量 ,只 须 看 Z— 0 点 就 足够 
Т. 
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rtl 


dsl. m htr( 2542,24 ) 
q—2 
+1 j rt] 
+ 2 “| S azad- 51» 4Z,2;,) 
q=]j+1 户 一 29 一 了 1 
= Sa + ), oe А Dtr (dZ dzi) 
q-2 
un rti 
— LPS У ал, AZ, . (2.2.70) 
ас < 
上 式 为 正定 的 ,考取 
À, 二 一 pz < 0.+е,А, =— p < 0, А = n > , + tnm + д, 


当 sent p, RES HU A 足够 大 ,上 式 是 正定 的 . 如 证 定理 2. 2 
一 样 ,只 不 过 计算 更 为 复杂 点 ,可 以 证 明 不 存在 enar. 
Einstein 度量 . 

定理 2.2.4 CH r2 时 ,r 旗 域 D (my . m, m...) E 
SU Gn, m; - Бтр) FRE TÉ B. 当 在 (2. 2. 69) CAL A, 
为 负数 ,而 AQ ЕЕ K ЛЕ. 这 是 D (mi, com BIA 
Kähler 度量 . 但 不 存在 不 变 的 Káhler-Einstein 度量 . 

M r>1 时 ,六 旗 域 不 是 对 称 空间 ,因为 Hermite 对 称 空间 必 
有 不 变 的 Kähler-Einstein 度量 . 

ЖА © On mom cO ERARIK] SU Gm ms + 
十 mr) 的 子 群 ,实际 上 ,由 


T 0 0 
7 0 0 0 б J оо 
o I 0 о0|=Р| . . . .,1|&, 
0 0 I 0 ` 


0O 0 = I 0 
Жр T ESU Cnm Htm- D PET COn ommo 比较 第 一 行 
TB RE LI 

QC") 00) = PíGOC ,0,-,0)€, 


y Д ur 0 
0 1h 


ті 


kd 
т + - + mp 
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U, € он, 十 … + mai). 
比较 第 二 行 子 矩阵 , 知 


U 
(0,1,0,2, 0 = (P4,P,,0,:7,0) | Й 
. LU, 
必须 Pa = 0. 如 此 继续 下 去 ,最 后 有 
U, | 
z- : 
U, т„+\ 


这 即 是 使 原点 不 变 的 SU (m. „ті maa, ) 的 变换 必 为 
W, = О; 2307, (1<jJ<k=< r+1). (2.2.71) 
定理 2.2.5 DOn, om, )SZSU (тут + +m, )/ 
S(U mi) X +e XU (т). 


各 种 积分 表示 


这 里 只 考虑 复 流 形 ЖЛ. EM 上 适合 某 一 组 微分 方程 的 ,并 适 
合 某 些 条 件 的 解 能 用 一 个 核 的 积分 表示 出 来 ,叫做 积分 表示 . 例如 
M E: C" 中 的 有 界 域 ,方程 是 Cauchy-Riemann 方程 

SD y 
az 
要 求 在 ЭЛ 中 绝对 平方 可 积 的 解 能 用 Bergman 核 的 积分 表示 出 
来 ;又 如 要 求 f(x) 在 ЭЛ 的 闭 包 连 续 , 边 界 ӘЛ 适合 某 些 条 件 时 ， 
则 解 能 用 Cauchy 积分 表示 ;如 M 是 对 称 典型 域 , 则 M 中 的 调和 
函数 在 特 微 流 形 上 给 定 连续 的 边界 条 件 可 以 用 Poisson 核 的 积分 
表示 ;如 流 形 31 的 Green 函数 存在 , 则 Ap=j 了 的 解 2 可 用 了 乘 
Green 函数 在 900. 上 的 积分 表示 ;又 如 时 是 C^ rot REOS SRL 
或 某 些 拟 凸 域 , 则 3- 方 程 
дф= f, Rn 3f = 0, 

的 解 可 用 /了 乘 某 种 核 的 积分 表示 出 来 . 

当然 ,并 非 任 与 复 流 形 中 任意 方程 的 解 第 有 积分 表示 ,如果 
有 ,微分 方程 解 称 之 为 解析 解 ,以 区 别 于 其 他 解 的 存在 性 证 明 . Ж 
实 上 , 自 50 年 代 初 从 华罗庚 教授 创始 ,以 及 后 来 他 的 学 生 , 学 生 的 
学 生 们 做 了 大 量 的 积分 表示 的 研究 ,主要 是 构造 了 典型 域 的 
Bergman 核 Cauchy-Szegó Ж. $i Green 核 .9- 方 程 解 的 积分 表 
示 等 .本 章 结合 具体 例子 ,对 积分 表示 进行 稍为 一 般 的 讨论 . 


=], M, 


$3.1. Green K% Cauchy 公式 


设 Di Æ m H Kàhler 流 形 ,其 Kihler 度量 对 可 容许 坐标 z= 


S3.1] Green РЖ 5 Cauchy 公式 19 
(21 sz") 
ds? = A (z)dz* dz”. (3. 1. 1) 
MxM Б r IK Hermite 式 即 


1 a. 
g,(x,w)— таа В Gre dz^ Ace 


A dz% dw A … Л du^. (3.1.2) 
注意 ,这 里 dz 与 du^ 是 可 交换 的 , 即 
dz'dw? = диг“. 
此 外 ,在 本 章 中 为 方便 起 见 , 用 和 号 的 省 略 , 即 
аф“ = 377 


a=] 


XX r 1X Hermite 式 g,(z,w) 即 对 zz 是 (r,0)- 式 ,对 ww 是 (0,7r)- 式 ， 
此 外 


g,G,w) = g,(w,z). (3.1. 3) 
AM 
x 
[w—z|-[[w'—z![*—4--[w*—2z"|*]* (3. 1. 4) 
时 ,为 充分 小 . 
gr-(z,tw) 称 为 ЭЛ [Кр Green 式 , 若 它 适 合 条 件 : 
с, a ... в, 
g,G,w)-— n — Dlo — z [»id* A A dz 
X йиз A … A du +0| тла), 
Pssr= 
其 中 
e = !, (3.1.5) 
而 


с=ш= 


hw — z 


表示 与 g.(z,w) 是 一 样 的 双 7 次 Hermite 式 , 但 是 它 的 系数 的 阶 
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HOAZ [e —2z |?"75, 
Gi) 4 m=1Ħf, 
g,G.w) = с, Пор |w — 2 |) (dz dw)’ +00); 
(11) 24 w 关 z 时 ， 
0， 当 M 为 非 紧 的 ; 
Asg (zw) 一 я x, 
СА, (хуш) (ç 为 常数 ), 当 M SEIN. 


其 中 

А = dë + ód. (3.1.6) 
这 里 所 用 的 符号 d 与 8 的 定义 在 《微分 几何 学 及 其 在 物理 学 中 的 
FF CE e EE — B 8 8 1.6 中 可 见 到 . A. 表示 A 对 р, (2,20) BJ 
变数 w 的 作用 . 当 况 是 紧 的 时 , 据 Hodge 定理 (例如 见 文献 
[14 D, (rx,0)- 式 的 调和 式 w, 即 适合 方程 


Аф = 0 
的 (x,0)- 式 ,最 多 有 限 个 是 线性 独立 的 , 设 其 为 
Pist Psa 


我 们 可 作 一 线性 组 合 之 后 使 之 正 交 归 一 化 , 即 不 妨 假定 
| @,(z) A * д (z) = би, ЛЁ = 1,9,6, (3. 1.7) 
:Є 

而 h zw ELA 


h, (z,w) = 2 G) pw). (3.1.8) 
为 什么 当 S 为 紧 时 如 此 定义 ,而 不 是 按 通 常 的 定义 ( 即 取 c=0) 
Ав„(х,у) = 0 


呢 ? 首 先 ,这 是 受 文献 [14] 中 的 启发 ,其 次 从 函数 论 的 角度 看 ,根据 
黎 曼 的 一 个 定理 : 紧 致 黎 曼 流 形 上 的 调和 函数 必 为 常数 . 而 求 常数 
的 积分 表示 并 没有 多 大 意义 ,虽然 适合 Ag,= 0 的 Green 式 不 见得 
不 存在 ,例如 黎 曼 球 ( 或 一 维 复 投影 空间 ) 窜 (1,1) 已 知 有 Green ñ 
数 


805,0) = clog E (со 为 常数 ) 
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适合 Ag,— 0. 但 是 根据 Liouville 定理 ,在 黎 曼 球 上 全 纯 的 函数 必 
为 常数 ,而 求 常数 的 Cauchy 公式 也 没有 什么 意义 . 但 若 考虑 3 方 
程 

af = fs 
的 解 ,这 里 是 黎 曼 球 上 不 恒 为 0 的 可 微分 (0,1)- 式 ,适合 3/ 一 0， 
则 f 必 非常 数 ,并 且 


Af =09f = 9' fi 
T fo 必 与 黎 曼 球 上 的 调和 函数 正 交 , 即 
J.. EL 1-9 
由 于 黎 曼 球 上 的 调和 函数 只 有 常数 , 故 调和 核 
АС uw) = 1/V,. 


iX VUE SOS DAAE. 按 (ii) ,我 们 的 Green 函数 gow) 7 
适合 


Ago z.,w) = c. 
它 应 该 是 ( 见 下 节 )》 
|z — wil? 
go (zw) m Co log (1 + [212201 + [20 |2) + с, 
并 且 此 解 有 积分 表示 : 


f) = | лао Л xg w). 


问题 是 如 何 从 А9" УЖ f RRS = НЕ j REEL ER tH 
来 ,这 就 是 本 章 研 究 的 问题 之 一 . 
M 上 任 一 人 ,3?)- 式 ,也 是 9% 作为 歼 曼 流 形 的 > 十 次 外 微分 
式 , 不 过 有 实 部 和 虑 部 . 因此 对 偶 运 算 < 同样 能 作用 于 (r,s)- 式 ， 
即 分 别 作用 于 实 部 和 虚 部 . 此 外 ,由 于 
d 一 3 十 3， (3.1.9) 
定义 
I =— xIx, 7 =— ждж, (3.1.10) 
则 可 证 明 ( 见 附录 ) 
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和 一 一 xdx = 2' 4-2. (3.1.11) 
ш M 是 Kihler 流 形 时 ,在 文献 [29]j 中 证 明了 ( 见 附录 ) 
33* + 7 3= da" 十 33 一 0 (3.1.12) 
及 ад“ + а" ә== IF + Fa. (3.1.13) 
因此 А = 2(99* + а" а). (3.1.14) 
今后 我 们 仅 讨 论 Kähler 流 形 ,我 们 重新 定义 A 为 
А = 99' + 2*Ə, (3.1.15) 


以 代替 (3.1. 14), 即 (3. 1. 15) 定 义 的 A REG. 1. LO SEU A. Ж 
外 ,本 书 在 一 些 情况 下 所 述 的 Laplace-Beltrami 算 子 A 是 (3. 1. 
DELHI ,因此 读者 要 注意 ,我 们 所 用 的 调和 算 子 ,实际 上 可 能 


ж AL. 


WO Kable: 流 形 M 的 相对 紧 域 , 即 ЭЛ 中 一 个 连通 的 开 
$, CENE DERK. ЖЕ © 中 可 微分 的 (r,0)- 式 


p= EL La GOdz* A … de^ (3.1.18) 


(其 中 z= (27, 666,27) Ups ^b s qki D 相交 是 非 空 时 的 局 
а КОЙОСУЗ. DEA EA 

де= 0, (3.1.17) 
PRIA DANE DAA MEM J 3F E GL ID mi exp E 
纯 . 根据 定义 ,gs .…《z) 作 为 一 张 量 场 的 分 量 ,看 作 是 对 局 部 坐标 
z^ 的 函数 时 ,在 相应 的 局 部 坐标 邻 域 与 Ф 的 交 是 全 纯 函 数 . 

设 g.(z,w) 是 (r,0) 式 的 Green 式 , 即 可 写 为 (3. 1. 5) 式 的 
Green 式 , 我 们 在 这 里 不 证 明 Green 式 的 存在 性 ,除非 能 把 它 具 体 
构造 出 来 . 我 们 假定 Green È g, (zyz) 存 在 ( 见 文 献 [14]) , 当 M 
为 非 紧 时 ,但 3 有 边界 DM, w MUM 为 紧 的 , 则 最 少 在 +==0 
Ве Сео FAE LXR. 

本 节 及 下 一 节 的 内 容 曾 发 表 在 1987 年 的 《数学 季刊 》 上 ( 见 文 
献 [45])( 但 该 刊 刊登 前 未 经 作者 校对 印 稿 ,以 致 错误 颇 多 ,其 至 有 
漏 行 , 故 该 文 的 内 容 以 本 节 所 写 的 为 准 ). 


$3.1] Green 函数 与 Cauchy 公式 83 

定理 3.1.1 设 g (zw) 是 Kahler Ж M 853 (7,0)- Н) 
Green Ñ, D JE M PAROLE Be HELA I 是 光滑 的 可 定向 的 ， 
则 任 一 在 马 全 纯 的 (>,0)- 式 8 在 任 一 点 zcv 

| Ф(ш) A a; gw) 
хє 2% 
plz), 34 9% 为 非 紧 的 ; 
= <@(z) 十 (一 Dref со) * JA yw), 


Ш ”我们 只 证 m 之 2 的 情形 ,因为 m==1 的 证 明 方 法 是 同样 的 ， 
只 是 更 简单 而 已 ， 
首先 证 明 当 0362 时 ， 
d.LeGo) Л ау ж .g,CGze,zo)] 
јо, 2 ЗЕ; 
Е n 1)eGe)x hw), 224 9n Aa. 
实际 上 ,根据 定义 * gr(Czyz) 对 也 是 (2 一 >)- 式 , 故 
а, * ug, (xw) = 0. 
H Ta; x ug. Gi) XM w Bn гот — DR, 
&[ф(ш) A 22 * ,g.(z,w)] = 0. 
因此 арб) Л д; x grow] 
= A [eGe) A д ж „а, Grow) ] 
= (—1XYeGo) Л 4,87 * „р, (zw) 
= (— 1)'ф(ш) Л (8,4: + 3 4) * „а, (zw) 
= (— 1)'ф(ш) Л А, * g (zw) 
= (— D'eGo)? Л ž Ag (2,10) (G Æw), (3.1.19) 
因为 * A=A x CLE (3.13) N). 
3L z 固定 , 取 B.(z) 为 以 z 为 中 心 ,半径 e 充分 小 的 球 ,这 里 
所 说 的 球 是 指 在 坐标 领域 中 的 欧 氏 球 , 即 |w 一 z | 二 e,e 充分 小 ,使 
то 落 在 同一 坐标 邻 域 中 . 
应 用 Stokes 公式 及 (3.1. 19) 知 


(3. 1. 18) 
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| ф(ш) A д; * „в, Cz ww) 

wc300—B) 

= | 4„Ге(тө) A di x ug Gu) ] 
2-5, 

= |, (一 DrgGo) Л s A.g (z u) 

+ De Л <. A. Ge). 
一 有 

此 即 


| „°С A а; * ug, (zw) 
wE 


= | pw) A д; * ug, (zw) 
wE ӘВ, (с) 
+ | (一 1)'Ф(шф) Л * Aog, (z, w) 
wE D-—B (z) 


+f аф(ш) Л д; x ug (zw). (3. 1. 20) 
wE D- B, (z) 
根据 Green 式 所 要 求 的 条 件 (ii) 及 2ф=0,% 
| (— 1)'ф(ш) A ж ,A.g,(z yw) 
wED-B (=) 
0, 4N 为 非 紧 的 ; 
— dc Dref Pw) Л «vh Gu). (3.1.21) 
wED-B 2) 
MEN 为 紧 或 非 紧 的 ,这 个 积分 对 = 是 连续 的 ,因此 当 e_>0 时 ,有 
| (— 1YeGv) Л ж „Дк, (z vw) 
wED 


= lim (= D'9eGv) Л * „Ag, (z xo) 


im] еъ во 
0, HNM 为 非 紧 的 ; 
(一 Dref ecu) Л x ah Gs), (3.1.22) 


lI 
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pw) = I gs ОО: 人 … Л ах, 


G) = Lg, (des A e A das, 
则 当 wEB:(Cz), 而 e 为 充分 小 的 正 数 时 ， 
pw) — ф(х) = О(|ш — zl), 
АН OC[w-—z | ) 表 示 系 数 是 O(|w 一 z | 的 (>,0)- 式 .根据 Green 
РЁ ЖОН) ЖЕП), 


чу 1 
E x og (erw) = o| = "Ll | 
因此 有 
lim [gGw) — &G2] A Wx,g,(z,w) = 0. 
e~t J wEB (2) 
《3. 1. 23) 
由 于 
| Ф(ш) Л д; x „в, uw) 
w€ ӘВ (z) 
= | [plw) — ф()] A д; x ug. Gto) 
w€ 2B (2) 
«| Plz) A а x „в, zv). (3. 1. 24) 
wE 3B.G) 


现在 剩 下 计算 末尾 的 积分 在 e>0 的 极限 . 我 们 可 选取 局 部 坐标 ， 
使 得 
ha) = Qa 
ШЕ w 充分 接近 z 时 ， 
ha(w) = 94 + Ow — |). 

由 于 90 是 Kahler 流 形 , 我 们 还 可 选取 此 局 部 坐标 ,使 得 

Г») = 0, Гьш) = OC|w — z|). (3. 1. 25) 
因此 当 充分 小 时 , 算 子 x DE 等 作用 于 一 外 微分 式 , 如 果 略 去 高 
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阶 的 | 序 一 z| 项 , 则 可 以 看 作 这 些 算 子 同 在 欧 氏 空间 的 一 样 ,根据 
条 件 (i) 及 附录 中 (1. 22) 式 ,有 

i"cdz^* A … 人 ағ“ 
2" "(m — r)Imlr!(m — 1) |w — z|”? 


je 1 *..... 
x бт дт, dw^h Л e 


* wg Cx o) 一 


A dw A dwh A + 
v.a 1 _ 
A dura +0| pes 
由 附录 (2. 13) , 知 
元 0 2(— D^! e — 90) 
d, * wg, ,Ww) = 2” "(m — 1) !On — r)!r! IE — z |>" 


x дут От деч Л ++ Л dz% + dw’ 


1 


A + A dwm- A ашт A = A dui 


1 
+0 npe]. 


当 四 限制 在 2B. GO I оа | = Bf, 
dui! A -= A dw” Adwl A «A du A A du? 


А __ „А 
= 10 2)” 1(— 191 етт, (3. 1. 26) 


其 中 四 是 2m 一 1 维 单位 球面 的 体积 元 素 , 故 
@ (z) Л а; * ug, Cz w) 


= = C— Zope) T rena, — z’ 


X e" + O (e) 


(m — 1)! 
= = ley, + OÇ). 


lim Бы (z) A а + "AC sw) = olz), (3. 1. 27) 


£D 
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MS 
2B, (0) 1 @ — DV 


以 (3, 1. 22) 及 (3,1.27) 代 入 (3.1.20) 的 e->0 时 的 情形 , 便 得 定 
理 . | 

3124 = ОВ, до (2,10) Е Green 函数 ,此 时 由 附录 中 的 (1， 
22) 与 (2.13) 式 易 知 ; 当 边界 4D 除了 一 个 较 低 维 的 点 集 外 落 在 ЭЛ 
的 一 个 坐标 邻 域 路 中 ,此 坐标 邻 域 的 局 部 坐标 为 w= (wl ,…， 
w”) ШЕ 9 门路 中 ,可 写 为 

а; ж go (z to) 
= =2|7 | S- re Mh (шәй ш) 29:12:07 


X dw! А ++ A dw" A dw! A A A ++. A dw. 
(3.1.28) 
由 于 一 个 在 dO 连续 的 函数 在 39. 上 作 积 分 ,除去 一 个 29 中 较 低 
维 的 点 集 外 ,并 不 影响 此 积分 的 值 ,因此 有 以 下 定理 : 
定理 3.1.2 RDM E > E Kühler 流 形 , 它 除去 一 个 最 高 为 
实 2m 一 2 维 点 集 之 外 ,可 以 用 一 个 坐标 邻 域 吧 盖 过 .车 写 是 观 中 
的 相对 紧 域 ,其 边界 ZO 是 光滑 的 可 定向 的 ,p(z) 是 在 可 全 纯 的 函 
数 ,go (z, ш) E: IG, Kihler 流 形 的 Green Ж, 4 ЄХ 时 ,有 
Cauchy 公式 


g(z)= 2 | Eñ TDG DHA wA Cw) 


Jg (z sw) 
Jw? 


x dw! A + А dw” A deo! A … 


A du A = A da” + gy), 
0, 39^ ЕЗ А 
其 中 owe = cf Pw ho lz tw) * „l = А piw) ж ,1,V, 为 


M HER — w yhAMERU. 
《 典 ) 著 中 及 本 书 前 两 章 中 所 考虑 的 Kahler 流 形 M, HER 
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多 除了 一 个 复 一 1 维 解析 集 以 外 ,可 以 用 一 个 坐标 邻 域 盖 过 . В 
此 ,如 果 Green 函数 go(z,w) 能 构造 出 来 ; 则 构造 了 一 种 Cauchy 
公式 . 特别 是 当 С" 中 一 个 有 界 域 ,可 以 把 它 看 作 是 其 闭 包 包 
含 于 任 一 Kahler 流 形 9t 一 个 坐标 令 域 之 中 ,而 根据 定理 3. 1. 2， 
只 要 Green В golzx,w) 存 在 , 便 有 一 种 Cauchy 公式 .所 以 C' 中 
一 个 有 界 域 ,可 以 存在 无 穷 多 的 Cauchy AR. 然而 一 个 变数 的 
Cauchy 公式 是 非常 具体 的 ,所 以 除非 把 go Gro FETA HEC 
否则 没有 多 大 意思 . 下 节 就 是 一 些 在 Kahler 流 形 上 构造 其 Green 
函数 的 具体 例子 . 由 于 到 目前 为 止 , 大 多 数 C" 有 界 域 的 具体 的 
Cauchy 公式 皆 可 由 文献 134] 中 的 Cauchy-Fantappié 公式 推 得 
(人 参阅 文献 L39] 及 [59]) ,而 Cauchy-Fantappié 公式 的 证 明 主要 用 
文献 L6j 中 的 Cauchy 公式 ,后 者 是 用 C” 中 的 Green 函数 得 出 的 . 
在 下 节 有 例子 说 明 , 球 В" 与 复 投 影 空间 OL mH Green В 7 
可 具体 写 出 来 ,用 这 些 Green 函数 构造 的 Cauchy 公式 ,就 不 见得 
能 从 Cauchy-Fantappie 公式 推导 出 来 了 . 


53.2 Green 国 数 的 一 些 具 体例 子 


在 本 节 只 考虑 Kahler WE M=, В", Om) RE Р”= 
SG 00 I E. BD M 是 复 m 维 欧 氏 空间 ,单位 球 或 复 投 影 空间 
的 情形 , 它们 皆 是 秩 为 1 的 对 称 空间 , 而 秩 为 1 的 对 称 空间 的 Green 
函数 都 可 归结 为 求 一 个 二 阶 常 微分 方程 的 Green 函数 ,( 见 Hel- 
gason 的 书 中 ch. X) ,但 未 具体 求 出 其 Green 函数 ,因为 这 要 具体 
知道 此 等 对 称 空间 的 任 一 点 的 测 地 坐标 是 什么 形式 , 亦 即 要 知道 
此 等 空间 任 两 点 的 测 地 距离 . 对 于 一 些 秩 为 1 的 实 对 称 空间 ， 
Green I Tí ok S OUR L12 D. ЕС) E H, e oir 9 p 或 
P" 时 , 任 两 点 w 与 z 的 测 地 距离 ,等 于 把 z 点 变 为 原点 ,把 z 点 

z (ИХ 00)，X XGw) Z 0 

点 的 测 地 距离 
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r(z,w)— r(z,,0) 


1 1+ XG,w)^* 

log z,24 M = В"; 

2 ] — XC(z,w) 

=; rc (3.2. D 
1X zw)? у, — pr 

2/198 вош) ЫЛ Р”. 


由 于 我 们 所 用 的 度量 是 不 变 度 量 ,所 以 测 地 距离 是 不 变 的 , 即 
rl(o(z) ,ow)) = rz,w), o € 150). 

LS Qo 2 9 的 等 度 变 换 群 ,因此 X(z,w) 也 是 在 15 09) ЕЖА 

的 ,由 于 


Xlz0,0) = zoz} . 


而 把 zw 与 = 分 别 映 为 0 与 сй] IS ODE R k RIGÉ O Ry 


s= füz,w), (3. 2. 2) 
适合 0 = f(Gwiz,w), zo = f(z;z,w). (3.2.3) 
因此 Xew) = /(z;z,z0)f (z;z yw)", (3. 2. 4) 
我 们 把 f(z;z,w) 的 具体 形式 代入 , 便 得 到 : 
当 M=B" Kf, 
za) 一 1 G — |z] G — ||”) 


|] — zw |? 
(1 — [а |2) |z — z|? + | Go — 2)w! i 


[1 — ew |° 


(3.2.5) 
当 9R— P” БФ, 
_ 1 + mu | 
Kz) l сүтү ш] 
[о — z|? + > |а? — uz |? 
a< . 
CIT |D rT ^ O29 
当 = R” Аф, 3J 31k EK a [8] 8 DU Ht BE B 2 
r(z,w) = |z — zu |. (3.2.7) 


O 严格 地 说 ,在 此 情形 , (3. 2.1) 的 X 应 为 (3.2.6) 定 义 的 X 的 函数 , 即 x/(1 一 
x). 
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Ш gow) A M H Green Ж, "T Laplace-Beltrami 算 子 


À = = 2h™ (z) = Р 


是 (3.1.14) 定 义 的 算 子 ,这 在 IS ОЛ) FRE, [М а 15 nT 
不 变 ,go(z,w) 也 应 为 不 变 的 , 即 

Bo(0(22,0(w0) = golzsw), о ETISM). (3.2.8) 
HER o 为 适合 条 件 (3. 2. 3) 的 变换 (3. 2. 2) 时 ， 

Zolz w) = go(z,,0). 
根据 (3.2.4) 知 ,go(z,rw) 是 X(z,w) 的 函数 , 即 
Box w) = JG w)). (3.2.9) 

因此 


Ag, iw) = Ae) 7- DER) 


EN |r 3X 37 d y + д^“ ox A 


Iz“ д=* dy? azaz“ dy 
二 常数 GE z = xo). (3. 2. 100 
这 是 y 的 二 阶 常 微分 方程 ,我 们 找 出 如 此 形式 的 解 ， 
# = аур t Xew) 的 低 阶 项 ， 
便 得 出 Green 函数 (3. 2. 9). 
G) 4 9С” Б], 
l1, # РИ 


| e.s 
2 Əz!az! | T aa 


Green PK 273 A 


Co 、 
goCzyzw) = n = Djiw z|? “m> 1 Bb; 
cologlz 一 *|， щт = 1 Bf. 
以 之 代入 定理 3. 1. 2, 便 有 


1)! w — >à 
Ф(=)= ei. ва pe ш ==. To Zm 
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X dw! A «A dw” A йш A A de? A + A dur. 
(3.2.11) 
这 就 是 Bochner 或 称 Bochner-Martinelli MM 的 
Cauchy 公式 ,不 过 Bochner 隐 含 了 是 从 欧 氏 空间 的 Green 函数 角 
度 来 建立 此 公式 的 . 
Gi) 34 M=B” 时， 
此 时 xG we? Н (3. 2.5) 定 义 , 故 
IX 1 — [wl (= 1 一 lw), 


Jz? |1 — zw! |? 1 一 xz 
因此 有 
м OX . 9X — _ 2 Коти С1 一 |w]? 
h (z z) 3= ° oz" — (1 |2 | ) (д 29 —z wt 
5 — 1— zl, N(x -i> [z |° 
х (z 1— ws JV l— zw | v 


一 X m Х)°, 


АА (2) xe = Q — X) (m — X), 


故 (3. 2. 10) 为 
d 
xa — p? E t Q DG д 
d dg m— y ld 
= xa [ 2) go _ 
х о (ов nu" 0. 
由 此 得 到 
de, (1 — y)! 
= а и (3.2.12) 
故 有 解 
S (m — 1)! 1 
ol . )= — m+k—1 — Ы 
Zo (Z w P: 1) kin —k СТУ Ha wy 


十 《一 Dr logro | + с, (3. 2.13) 
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其 中 co 与 c 为 积分 常数 , 我 们 取 
0n — 1)! 
Co = 2л” , 
则 z Ce we EE B^ 的 Green 函数 . 若 我 们 取 


m—1 


— EN m+k— (m — 1)! ‚ 1 
a= 21 1)"+ о — E DI р’ 


(3.2.14) 


(3.2.15) 
则 当 z sk w AXI REI SED || — 12k [хо | = LESE, ИҢ (3. 2. 5) 知 
XG,w)-1,M5z5 wc 9B” 时 ， (3.2.16) 
Ж go (z wo TE B” 的 边界 为 0, 即 
goz, w) = 0,14 z uk з Є ƏB” 时. (3.2.17) 
此 外 ,由 于 
prce) E82. 1— 18 (3 — 9) (1 psp, 
1 一 zw 
1 
h(z) (1 — [z| 7 
根据 定理 3. 1. 20,24 D 是 B" 中 相对 紧 域 ,P(z)? 在 马 全 纯 时 ,有 
_ @ — 1)! 
$G)— (олгун 
(1— ||” 
X K [GQ — [ze |?)|uo — z |? + |w — z)w! |?]" 
m LÀ _ 
x > D Edw! À = Л du” A dw A = 


(3.2.18) 
ERR zonis СК 为 正 数 ), 则 当 D 为 半径 是 尺 的 球 B" GO HA 
对 紧 域 时 ,Cauchy 公式 (3. 2. 18238 


_ (m — 1)! 
РО) = Ou 
CR? — [хо |” 
X NECS [Og — |vo | о |? + [wzw |?]7 
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x SI р Ee — sq w! A e A dw” A dui A e 
rem 


A du A A dur. 
(3. 2.19) 

Ж R> оо, f$] Bochner-Martinelli 的 Cauchy 公式 (3. 2. 11), 
B] Bochner-Martinelli 的 Cauchy 公式 可 以 由 球 的 Cauchy 公式 推 
HE. - 

其 次 ,我 们 取 SD-—B"(R),0-R,-R hf, (3. 2. 19) 为 

_ (m 一 1)! 
POS ту" 

| (R: — [ш |2)" 

X NEL [ CR?— |0 |?) |w—z |? + | (se—z) w^ LN 


m 


x >` pe EG Dau A= “人 dw” A dw! Ae 


4 一 1 


人 ды A 人 dw", 


或 者 
бт — D! 
РО) Oan" 
RP [s el] 
R 
| | PO) Rš m 
I |ш— |*--|(то—)ф! d 
n Күбө — 2) 
x DODO N dw! As Лао" Adw! Aee 
全 1 — — wz 
Ri 
Л du! A ++ A dur. (3. 2. 20) 


由 于 在 单位 球 边 яй в ЕЩ 
dw! A A dw" A dw! A A dw AA dus 


= #(— 20" !(— Dr" wis (w), — (3.2.21) 
其 中 为 B 的 体积 元 素 . 我 们 取 


94 各 种 积分 表示 [第 3 章 
R=1, R,—1, 
(3. 2. 20) 化 为 


- 到 二 (1— ш” 
e) 一 m "EAS l1— wi [7^ w (w). 


(3.2. 22) 
此 即 球 B” 的 Poisson 公式 , 即 Poisson 公式 亦 可 由 球 B” fj 
Cauchy 公式 推出 来 . 

Gi) 4 M=P" 时 ， 

此 时 xCG wo BG. 2.6) 定 义 . 

由 于 P” 除了 m 个 复 m 一 1 维 平面 外 ,可 由 标准 邻 域 吕 (1) 盖 
使 得 88 0055 C" 和 恒 同 , 则 此 m 个 复 平面 的 点 称 为 C” 的 无 穷 远 
№. 点 . 如 人 ЕР" 中 的 相对 紧 域 , 则 其 光滑 边界 20 是 实 22 一 1 维 , 它 
在 “无 穷 远 ” 的 点 最 多 是 2m 一 2 维 ,因此 对 在 8D. 上 连续 函数 的 积 
分 ,考虑 其 在 dS CORE НЧ. P" 在 CO BRSHE RE 

ds = tr( (1 + zz! ) ^! dz + z! z) ^! dz! | 


= ha dz) dz”, 
故 А“(«у= Q + |z| 0G, + zi», 
1 
AGO аку 
-由 计算 可 知 
2X — (1 + wz! ) то |1 + оз! |2 Z 


+ 


д^ G +|s|DG +|e| > a + а c |z| 
(3.2.23) 


_ + __ р. 
A" (z) ax — Fac w“), 


因此 
А ах ӘХ 
ҺА) S> ue x1—2. 
h^ (x) = s= = m(1 — 2) — X. 


EE 
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goz w) = «3 BG — logis Te, 


k=l 


(3. 2. 24) 
则 有 
dz _ c 1 — Zx 
dX °” — 2) 
dgo —— c XO — Z”) —mO — 0 
а? 0 тта __ х)? ` 
而 = X”) — m( — X) 
Авв= — 2c, XC Х) y" TIC ә? 
1 Х" 
+ [mG — 22 — 2] ТЕБ? 
= 2c m = chy(x w), 
其 中 
c= 2тс,У„, 
veo [I Em = лац 
—оо -o (1 + [|z| (m — 1)!m1 
(3. 2. 25) 


因为 P" 中 0 次 调和 式 只 有 常数 , 故 


how) = +. 


REV, dE P” 的 体积 . 至 于 (3. 2. 24) 中 的 常数 cj, 取 之 为 


m—1 


B Xle w) = 18,724 
1 + хш" = 0 (3. 2, 26) 
时 ,golz1w) 二 0, 适 合 (3.2. 26) 的 两 点 < 与 e 称 为 “ 正 交 ”因为 对 
P" 的 齐 次 坐标 # 5j vo 而 言 ,(3. 2. 26) 式 即 为 
ko! = 0. 


由 于 
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Q; ж go (z ww) 


i 


LN 


\ 


2] — 
Әх .dgo " A dw AA de Ace 
x Эл dy dw LA Л dw” A dl A A dw! A 
A du” 
ш т — 1)! А—1 1 „1+ гш! — Z3 
= (2zi)" > 1) (14 [uw |2)": 1 + PIS z`) 
x< 1 _ m A A OA ,,, ~ ... 
X wg gw A =: A аш" A dw! A A dw? A 
A dw” 
1 Du эш)?! 
mi a + || 236 w) 


(2z1)" [Iw — z|? + > |“? 一 zw [T 


a< 8 


x Уу 1ай — x) 


1+ | 
X dw! A ^ A du^ A du! A A du KA dur. 
(3. 2. 27) 
为 了 方便 起 见 , 令 
[dw] = dw! A + A da A dw! A + A du^ Л - A dw”, 
(3. 2. 28) 
于 是 有 
> DEIA Gp)? Qu ee eus a 


= — mm 十 Dl w) 一 一 a пеем) dog t emn 
X А(ш)йш! A - A dw" A dw! A + A dur 


LET асли 
= h Cu L чо” до "E 


=— mo + 1)| л, 
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= — m'(m + D | ж. 


[dw]. 


_ 1 1 "AN, 4—1 w? 
сас PDO DU TF up 


à=1 


(3. 2. 29) 


1 фСш) x „1 
Ф 


_— cl ` ao wdw] | 
"bl [aieo D то" 
_ 2V,c|| 1)" S А1 ил FEE 
- ET A Koa: D^ qu edu 
一 Ст m 1)! | = A—1 w 

Griy VT 4,20 2, D" ax qup 


(3. 2. 30) 

当 D 为 相对 紧 域 时 ,由 于 P" 是 除去 P m — 138 T m. 

可 由 一 个 坐标 邻 域 届 (1) 盖 过 ,应 用 定理 3. 1. 2 (3. 2. 7) 与 (3. 2. 
30) ,有 


Cauchy 公式 
_ Оп — Ри, < La 1 
Рб) "aas АР) DD qi ups 


Q + de [07 + [w [7 9 1G ,ww) 
e=1 
| Clw = z|* + 2, wz zw |)" 
ec 
l + 20 ви)! (шл 
17 [| 
如 果 p(w) 适 合 条 件 


x — z) — V, w [dw]. (3.2.31) 


К xwl = 0, (3.2. 32) 
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或 者 
V. __ 4—1 w? Ar i — 
еа У 1) SPE) Ro T5 Lew ] 0, (3.2. 33) 
则 Cauchy 公式 可 写 为 


_ (m m 121! __ А—1 
РО) узу [. Рао > 1) 


da 十 2)” > XC >! 
lz] > T 1 十 zw 


(lw zh + > hu — zw 1 + о | 


a< В 
x (и? — z»[du/]. (3.2. 34) 
如 果 
s, = | 9(w) +150, 
则 对 于 函数 


pw) = ф(ш) — c,/u (b) 
(Др o CORE D E P" 的 体积 ) 必 适合 


[oo * 1 = 0. 
换言之 ,总 有 Cauchy 公式 


Co __ (m 一 о! __ Ce 
Р) у= (2zi)" „Фоо vl J 


Q + o Pola + =! ) 


a=] 


x 


= —w |*-- У) eww" |? | (1— |20 |2) 


а<в 
x $C DG) —zo[dw] (32.35 
例如 在 上 一 章 考虑 的 域 Q,(1,1,1) ,把 它 看 作 是 P* 中 的 域 , 则 上 面 
的 Cauchy 公式 成 立 ,但 是 我 们 已 知 在 ® 全 纯 的 函数 p(xz!,z?) 与 
z .x 无 关 . 这 样 不 如 考虑 
дф = @, (z) 
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的 解 的 积分 表示 ,其 中 
£y (z) = p (z) dz! + plz) dz? 
E D 中 的 (0,1)- 式 . 


$ 3.3 Cauchy-Fantappie 公式 与 3 -方程 解 的 积分 表示 


设 急 是 C” 中 一 有 界 瑟 ,其 边界 JD 是 逐 段 光滑 的 . 这 里 所 谓 
“ 逐 段 光滑 ?是 指 4D 最 多 除了 低 于 2m 一 1 维 的 R” 的 子 流 形 Mi， 
Mi М, 外 , 即 49 — (M UM: U UMO dE 2m — ME GC LIE. 
当 一 个 2m 一 1 次 连续 的 外 微分 式 在 20 积分 时 等 于 在 d$ — (М, Ú 
UMORE. 
Cauchy-Fantappie 公式 实际 上 是 Leray( 见 文献 [34]) 所 建立 
的 . 他 考虑 了 C" XP" 中 的 复 2m 一 1 维 超 曲面 Q 由 方程 
В = 6, H 296, = 0 (3.3.1) 
ж X Hm ES Eshe, En) E P” ФЕЈ BJ Y IK 6 х= (z', 
sez") ЄС", = 0,22. RUD Bop Ше v ])€ SR E 
1 — (1,u),Bll[ m e€ С”, € C". S P—P,, 是 由 方程 
me = & ти, — 0 (任意 ) (3. 3. 2) 
定义 的 C" x P" 中 的 2m 一 1 维 复 超 平面 ,因为 w^ 是 固定 的 . 
Wt f(z) 是 在 C”" НЯ О КИИ © 全 纯 的 函数 (这 完全 为 
了 证 明 的 方便 ,可 以 设 f 在 信人 全 纯 , 在 连续 ,此 时 Cauchy- 
Fantappie 公式 亦 成 立 ) BD. S ERE © 的 一 个 开 集 中 全 纯 . 


取 & h — G woe 
[ww — z| 
¿ = š — — G — w»/|z — wl. (3.3.3) 


则 当 z< 时 ,定义 了 一 个 映照 
pC” —w—Q—QnP 
定义 为 
4G = G.[p c Q — Q n >. (3.3.4) 
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因为 显然 有 
T = é + z, = 0, w = É, + wê, = 1. (3.3.5) 
& GO € Q—QD P. я, 称 为 Bochner-Martinelli 映照 ， 
5 c, = ñ, (X) (3. 3. 6) 


及 
«(2) = dz! A + A dz", 


о (5) У) D'&d& A A dë A = A аё, 
à=} 


= УС DU&d6 A A d& A d& A + A dên. 
А=1 


(3. 3. 7) 
不 难 证 明 Q—QO)P E: C" XP" 中 的 复 2m 一 1 维 子 流 形 ， 
АЁ wm w (E/E) A eZ) 
w (Š) A wz)/ (Š, +w E.) = 1 + wE, E, T” 
Æ C” ХР" rH(2m — 1,00 X WERE Q— Q1 P 中 时 ,有 
g š, 1 ... m 
4900 Л (е) mdg Л Лаа A dz A A dz 
(Š, + ve)" (1 + wE E)" 
= 0, (3. 3.8) 
因为 在 一 个 复 2m 一 1 维 流 形 中 ,(2mx,0)- 式 必 为 0. 
令 c ЭЕ О—ОГ\Р 中 同调 于 co 的 循环 , 即 有 Q 一 Q 人 NP 的 2m 
维 链 e ,使 得 


€ — су = де. (3. 3. 9) 
Leray5 证 明了 以 下 定理 ， 
定理 3. 3. 1(Cauchy-Fantappie 公式 ) 设 / (=) S 44, 0 
c fE Q—Q 1P 中 与 ce 同调 的 任 一 2 一 1 维 循环 , 则 有 
— ] = ) (O. wz 
œ tie | : 5 EM : 
证 根据 Stokes 定理 ,有 


(m 一 | flej lE) Л eG) 
Солі)" lE, а у 
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т Dif f(z)w(§) A eG) 
(2zx:)" Je [1 + z'&,]" 
(m — Di f(GMo(8) Л olz) 
(2ni)" (4, + w'£, ]" 
由 于 f(z) 在 本 全 纯 ,w(z) 二 dz! A. Adz”, 


[am А (2) | If) Awl) A ox) 
[so 十 и" |" e [5s + wE |" 


о (8) Л wz)] 
+ [re TE а] | 0, 


0 


+ 


(3.3.10) 


(3.3.11) 
此 外 ,由 (3. 3. 5) 知 
| J (33e (6) A wlz) 
Ы (Š, + wc)" 
j f Ge) Л wle) 
= | À 
(ë, + we)" 
= | KOG, A olz) 
ab 
= — 1 _ ` 1 nr M 
= cobre sas, 
A ... A d 人 wlz) 
1 eus E vw 
= Di ОГ E up 
x dz, 和 dlz ~ 一 то |? 
|z — ш |° |z — wl 
A dza, & dle 一 w |? 
A |z — w]? |z — wl? A w(z) 
со = iil т — чај = w’) de^ 


А .… A dewi A wlz) 
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Олі)" 
= — rf Ge). (3. 3. 12) 
这 里 利用 了 
A. AE —0, a-—]l,-,m—1, 


及 Bochner-Martinelli 的 Cauchy 7: 3X (3. 2. 11). 24 (3. 3. 1D HI 
(3. 3. IDRA (3. 3. 10) 即 得 定理 . І 
注意 :这 里 在 边界 上 的 积分 实际 上 是 


z — w 
| „© |z E zs A ez), 
其 中 = Aw(z) 是 2m 一 1 次 式 , 而 М, 1, ir A 
于 2m 一 1 维 的 C” 的 微分 子 流 形 , 因 此 


(29) A oe), = 0 (j= l,m), 


|, fee (E — Л wlz) = 0. 
在 dO 的 积分 定义 为 | 
n Е |а + >) 


= 


现在 假定 2220 ,而 是 
дф= f, (3.3. 13) 
S EED 的 一 个 邻 域 中 可 微分 的 (0,1)- 式 ,并 适合 
af = 0. (3.3.14) 


在 定理 3. 1.1 的 证 明 中 ,(3. 1. 20) 式 现在 只 假定 8g 是 可 微分 的 ,而 
АьгоСш зх) == 074 иЄ 9 — В, (к). W e—0,# 


ф(х) = | piw) Л д; ж go (zw) 
| x€ Zb 


- | LARGO) A QL квк), (3.3.15) 
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其 中 go(z,w) 是 C” 的 Green 函数 , 见 $ 3.2 中 的 G). 
BERD 的 3- 方 程 有 解 GO ,并 且 是 在 马 的 一 邻 域 中 可 微 
分 ,那么 (3. 3. 15) 可 写 为 


ec | plw) A a; x v£o lZ w) 
wE а 
-| f Go) А 下 xugo(zyw)， 
wED 
H (3. 3. 3) 易 见 


Ол 一 э gGoe (5) A wlz) 
2л? c [和 十 cm "' 


(3. 3. 16) 


| eG) а: * ago yw) = 
En 


0 


故 (3. 3.15) 式 化 为 


(m 一 ы Plz) (&) Л eG) 


P= болуу (E, L wÈ 


— | NI A3 !*,8,Q0,2). — (3.8.17) 
现在 假设 存在 一 组 函数 


= Ecw,z), J = 0,1,+*,жл, (3.3.18) 
3 z€ 29 ВЕ w 的 在 多 全 纯 的 函数 ,并 适合 
È =o, Ew? = 1， (3. 3. 19) 


其 中 $= 0,20 оп rw) E= (5 venue). 
(3.3. 18) 定 义 了 一 映照 
p: gb —-Q — Q n P, 

EH д, е) = (а, Гог) DEN. д, 称 为 全 纯 Leray 映照 . 令 

c, = A), (3.3.20) 
这 是 9—-ӨПР 中 的 2m 一 1 维 循环 . 我 们 断言 a co 在 Q 一 QI PRI 
ya. B Q—Q P 832m 维 链 e 使 得 

co — €, = de. (3.3. 21) 

实际 上 ,可 今 
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ë= 0- 2543, OLALI — (3.3.22) 

这 是 适合 
i£ = (1 — 048 + AE = o, (3.3.23) 
m£ = (1— Am£ + Ap = 1. (3. 3. 24) 


定义 映照 o, :dD—Q—QP H 
Pulz) = R [EN € Q — Q n) P. 
We 
e = GB, LO — 28 Go,20) + Ао, 3D), 
OxAÀx 1. (3. 3. 25) 
这 是 Q 一 QNP 中 2m 维 链 ,显然 
де = co — c. 
故 e 是 存在 的 . 应 用 Stokes 定理 知 
| pz) (Š) A (ш) 
ç [5 + wk, ]" 


Qoo lE) A wlz) + E Ф(=)а (ё) Л wlz) 
€ Гё, + ш", |" е [& + ue, |” 


(3.3.26) 
Ах _ [ Фб), (Š) A wlz) 
* pi (w) |. [6, + we, 
ба), Gus) A г) 


- 3. 3. 27) 
“ED [Ë Go 2) +w 23 (wyz) 、 
根据 假设 ， e, Gwi w ТЕ D 4 PU) Ж.Ш p Cu JE w HED 
全 纯 的 函数 . 
男 一 方面 ,由 于 eCQ--QnmP, 有 
а LLE Л ez) 
[£, + we, |" 


= | dteco c Л o(z)] 


- [арс Ло (Ë) Л wz) 


$3.3] Cauchy-Fantappié 公式 与 3 - 方程 解 的 积分 表示 105 


3eG) A «CQ — DE + АЁ) Л wlz) 


MEN 


FE A (а — O£ + А) A eG). 


"MEM 


(3. 3. 28) 
5 
d Go) = gw) — ф Gu). (3.3.29) 
H T фсе) & 2l 
дф = f, (3. 3. 30) 


即 Jj.(w) 也 是 引 方 程 的 解 . Ш (3.3. 27). (3. 3. 28). (3. 3. 23) 以 及 
(3. 3. 24) 知 


© Ол)" | MENS 


A «(0 — 338 + А) Л eG) 


Оол — 1)! А 
-ZRI Уш) Ла A ш). 


而 7 方程 的 任 一 解 与 加 相差 一 个 在 久 全 纯 的 函数 ,反之 亦 然 . 由 
(3. 3. 17) 得 到 以 下 定理 , 
定理 3. 3. 2 设 于 方程 
дё=/, If=0 
TE SL DC SE. OD 是 逐 段 光 滑 的 С” 的 2m 一 1 维 微分 流 形 ， 
# XD 中 存在 全 纯 Leray 映照 , 则 5- 方程 任 一 解 少 可 表示 为 


Gn — 1)! 


Си) 一 d, Go) + (2z:)" | 


(z) 


A e (Q — A36 + А) Л eG) 
_ (m — 1)! 
(2zi)" 
其 中 [0,1] 是 4 的 定义 区 间 , 由 定义 的 Leray 映照 为 Bochner- 
Martinelli 映照 ,由 tg Xj Leray 映照 为 全 纯 Leray WE ER gs (xo) 
ЖЕЛЕ © 全 纯 的 函数 ， 


| fG) Л e (É) Л о), 
z€ 
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注意 :定理 假定 ® 域 中 3- 方程 的 解 存 在 ,以 及 存在 全 纯 的 
Leray 映照 . 什么 样 的 域 3- 方 程 的 解 存 在 呢 ?J. J. Kohn 证 明了 D 
是 拟 凸 域 时 ,3- 方 程 的 解 存 在 ,这 已 成 为 经 典 的 结果 ( 见 文献 
[31 D. Henkin- 证 明了 强 拟 上 西域 的 全 纯 Leray 映照 可 以 构造 出 
来 ,因而 强 拟 凸 域 的 (3- 方 程 解 的 ) 积 分 表示 就 得 到 了 . 但 是 Kohn 
与 Nirenbery[ 呈 举 出 拟 凸 域 的 一 个 例子 ,证 明 不 存在 全 纯 Leray 
映照 . 由 于 我 们 经 常 讨论 的 四 类 (对 称 ) 典 型 域 ,除了 球 B"— 5,01, 
mm) 外 , 篆 非 强 拟 廿 域 ,而 仅 是 拟 凸 域 ,那么 在 这 类 域 是 否 存 在 全 纯 
Leray 映照 呢 ? 我 们 发 现 ( 见 文献 [49]) 这 四 类 典型 域 皆 属于 一 种 
特殊 的 多 项 式 域 ( 定 义 见 下 节 ), 而 此 种 多 项 式 域 是 拟 凸 域 ,并 和 且 全 
纯 Leray 映照 可 以 构造 出 来 ,因而 应 用 定理 3. 3. 2 便 可 得 出 3- 问题 
的 解 的 积分 表示 . 


$ 3.4 一 种 多 项 式 域 的 积分 表示 


设 p Go z) Ж C" X C" 中 对 变数 Z= (27, 56,27) АЕ w= 
Сил, tw" BL 9150. ERR 
U, = {w € С" |р, ж) > 0) 
是 非 空 的 ,人 D J U,83— T3538 1. ШО 称 为 多 项 式 域 , 若 习 是 
有 界 的 , 则 称 为 有 界 多 项 式 域 .多 项 式 域 的 边界 点 集 为 
49 = (z € ® |o(z,z) = 0). 
一 个 由 多 项 式 pCw,z) 定 义 的 多 项 式 域 称 为 适合 非 索 条 件 , 若 
000,2) Z 0, Cw)E DX 9. (3.4.1) 
这 里 只 考虑 有 界 的 适合 非 零 条 件 的 Cn 中 的 多 项 式 域 . 
定理 3.4.1 B DEBER o(z,z6)2E XL] C” 中 有 界 的 适 
合 非 零 条 件 的 多 项 式 域 , 即 是 开 集 
U, = {w € C"|lp(w;,w) > 0) 
的 一 个 连通 分 量 D, CEAR. HEERE 
0Go,z) Z 0, 当 (w,z)E Dx, 
ШФ 的 边界 点 集 
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Zb = (z Є Dpz,z) = 0} 
必 是 逐 段 光滑 的 ,并 日 D 必定 是 全 纯 域 ,此 外 有 全 纯 的 Leray Bh 
Hà 
@ x 4D—Q—Q(P 
定义 为 
ф(ш,е) = Q(z) = (z,[£ 1), 
其 中 E= foin), 


m 1 
£ = 一 Уг, 
a=] 


LO 1 
"o pwz) (z* — и") 


BG um lv uw ve vw" az) 
— plz, gz" 1g" wn! ... aw" Z) ]. 
ME 先 证 定理 的 第 二 部 分 : 
利用 公式 
$8" — p" — (s — t)" 1 j s" d ee ny, 
我 们 知道 , 任 一 单 复 变数 的 多 项 式 P(s) 有 


P(s) — PO) 
3 —t 
是 两 个 变数 s 与 ;的 多 项 式 . 因此 对 每 一 a(— 1.0, 
w" 1 UG TIPS ‚10° ut Ut," Vm) 


一 eG! „бә yag" Ww T) ] 
是 变数 == (ш!,+,е”"), w= (w, sw") z= (z1,…,z”) 的 多 项 
式 ,特别 是 对 于 wE C" 全 纯 . 由 定理 定义 的 名 一 名 covz) 以 及 名 一 
1 
&iGw,z)X] wec3o 是 全 纯 的 , 当 z€ Z, 2(zyz) 一 0, 故 
p(Go,r)-— p Gv ,z) m pz) 


т 

UN 一 — 
= > MICE z^ l w^ wt! ee vw" Vg) 

=1 


一 р(х! „© O^ 1,ж°, шш"! , Ut ;w".z)] 
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T. 1 
= pG z) > Ca^ — z*)&,Qw,z) 
a=1 


= p(w,z)(5, ш). 


由 于 pGez)250, BUB 

Š, wt, = 1. 
此 外 ,根据 名 与 5 的 定义 ,显然 有 

Ë, + =ë, = 0. 


REZ, C [£ e q Qn P. 因此 映照 % 是 全 纯 Leray BER. 根 
JE AERE Е pCw 2224 z€ JD w € D HERIR, Гоо, 22] 
w TE ® ФАН НЕ oz RI oo BL D 是 全 纯 域 , 这 必 是 
拟 西 域 , 故 方程 有 解 . 

由 于 令 是 非 空 的 ,是 p(z,z) 之 0 定义 的 开 集 的 一 个 分 量 ,所 以 
Pe DED HERE C" 也 必须 是 实数 . 


арх.) 
az’ 


不 能 全 部 恒 等 于 0, TU oD ЖЕ, TE S 或 者 是 空 的 ,或 者 
是 整个 C". 但 我 们 假定 全 是 有 界 的 ,因此 plz,z) 二 0 是 2m 一 1 维 实 


解析 集 因此 D spot ae © o 的 点 集 是 fO 中 的 开 集 ,而 


(a = 1,*** m) 


806,2) 
dz? 


是 一 个 最 高 为 2m 一 2 维 的 实 解析 集 A, 由 解析 集 的 理论 知 ",4 能 
分 解 为 


16292) 0, = 0 (а = lm) 


A=A, U A, U U A., 
其 中 4 A, 分别 为 纯粹 e... e, 维 实 解析 集 , 其 中 任 两 个 不 
同 的 А; 与 A, 无 公共 点 , 即 А, °. ‚А, ЖЖЖ E А, |... T3 维 


D 参阅 Remmert and Stein 的 文章 (Math Ann, 1955, 126,263—306), 那里 虽然 
讨论 的 是 复 解析 集 ,但 对 实 解析 集 , 特 别 是 实 多 项 式 集 仍然 适用 . 
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解析 流 形 . 这 证 明了 Z° 除去 了 解析 集 gD (0 A, 99 ПА, BJ 8 
集 外 ,是 2m 一 1 维 实 解析 流 形 的 和 和 集 ,因此 dO 是 逐 段 光滑 的 . 定理 
证 上 毕 . l 

定理 3. 4. 2 典型 域 

Rinsn)={z€EC”"|I—Z7" 20), 

RD 一 ZEC" 1T 一 ZZT >0,Z=Z}, 

R,—iz€C""|I—ZZ! 20,2—-—ZH 

Ry Gn) — ЄС" [15 [zz |l?—2zz' >0,1— |zz |20}, 
篆 是 有 界 的 适合 非 零 条 件 的 多 项 式 域 ,因此 此 等 典型 域 的 施 方 程 

ap 一 了 

ж f 是 闭 包 中 的 可 微分 (0,1)- 式 并 适合 3f=- 0 时 有 解 ,并 且 全 纯 
Leray 映照 存在 ,此 5 方程 的 解 可 用 定理 3. 3. 2 的 公式 表示 . 

证 主要 证 明 以 上 的 典型 域 中 任 一 个 仿 是 有 界 的 适合 非 零 
条 件 的 多 项 式 域 ,其 余 由 定理 3. 4. 1 与 3. 3. 2 便 可 得 到 . 

当 p— R, .Rl 或 Кий, Н 

pW ,2) = det (I — WZ! ). 

令 开 集 U, = (Z|p(Z,2) > 0), 
PARER D EU, 的 一 个 连通 分 量 ,在 ( 典 ) 著 中 已 经 证 明 过 ( 见 
本 书 中 引 理 4. 2. 1) 

PW,Z) = det — WZ’ ) 5 0,40V,Z) € 9 x %®, 
Eg We D 是 适合 非 零 条 件 的 . 

№ D=R, Ол). 

pOw.z) = 1 + ww zz — Qwz . 
在 《上 典 》 著 中 讨论 Rv 域 时 ,已 知 
U, = {z Є C"|o(z,z) = ] + |zz |? — 2z' > 0) 

有 两 个 连通 的 分 量 ,其 中 的 一 个 就 是 典型 域 R. Cn), E fb 4 
是 无 界 域 . 此 外 ,在 证 明 R, GR Cauchy 核 中 ,已 隐 含 地 证 明了 
( 见 本 书 中 引 理 4.2. 6): 
pw z) = 1 + uw zz — 2wzt £0, Bw,z) € Ry x R,. 
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所 以 Къ (zw) 是 适合 非 零 条 件 的 多 项 式 域 . 定理 证 毕 . I 
有 界 的 适合 非 零 条 件 的 多 项 式 域 有 很 多 , 绝 不 止 仅 是 典型 域 . 
例如 , 设 
Pi(z)G = 1,…,n) 是 z 的 多 项 式 ,不 包含 常数 项 ， 
Р, w= = 0; 


由 于 2,00) =0, ERU, {zEC" lpie 0) 中 包含 原点 的 连 
通 分 量 全 是 非 空 的 . 它 必定 适合 非 零 的 条 件 , 因 为 根据 Schwarz 
不 等 式 


lplw,z)| 之 1 一 р PG) 
之 1 一 [ирон PE 
n и 
>1- PX >o, 
j=1 


当 (w,z) € © x 8. 

(RS 不 见得 是 有 界 的 ,例如 当 m=2,n=1,P,(z)==-z!1z°])F , 域 D= 
(z€C!|1— |z!z2 РОЛЕН (НЕ, ARI n2 m, P,e) 
中 前 m 个 为 以 下 的 形式 : 

Pi(z) = А02)" 十 zx! 的 高 次 项 ， 
式 中 常数 А,520,т, 为 正 整 数 (j==1,…,m) IE: 

A(z')" 非 和 号 的 省 略 . 

此 时 D 必定 是 有 界 域 . 这 只 须 用 到 如 下 事实 : 设 

P(s) = at + a,s**! + + + a, + 
是 单 复 变 数 * 的 多 项 式 ,& 之 1, 则 已 cs) 不 可 能 有 界 , 除 非 a, =a, = 
… 一 0 二 0. 如果 a00, Jl 


P(s)| < 1 
隐 含 了 s 必须 有 界 , 即 |; | 二 MM， 
应 用 这 一 事实 于 Р, (z) (j <Sm), 由 于 当 zxE 们 时 ,必须 
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|P,GO |<1, 120. 把 P, GO B VERE e 的 多 项 式 , 便 知 有 正 数 
MM;, 使 

[z/| < М,,у = lom. 


B D og x. 
ЖЮ т=п, 
P.(x) = gh, ka 为 正 整 数 (а = l,m), 
则 D = (z € C"||z!|*h + += + |а| < 1}, 


这 是 最 近 有 较 多 的 学 者 研究 的 域 (例如 见 文献 L80]). 

若 把 多 项 式 elw DAA CXC 中 对 变数 w 及 z 为 整 函数 ， 
亦 即 对 w 是 全 纯 整 函数 ,对 z 是 反 全 纯 整 函数 , 则 定理 3.4. 1 仍然 
成 立 , 因 为 证 明 的 每 一 步 皆 成 立 .不 过 当 p(w，,z) 不 是 多 项 式 时 , 整 
函数 域 并 不 常用 ,这 里 就 不 进一步 讨论 了 . 


$ 3.5  Cauchy-Szegó 核 与 级 数 展 开 


单 复 变数 的 Cauchy 公式 同样 可 以 用 C! Green р 


1 _„„2 
5419€ |z — w] 


和 定理 3. 1. 1 来 证 明 .但 与 多 复 变数 (m1) 不 同 的 是 : 它 对 之 的 微 


分 (相当 于 д' ) 是 > 与 w 当 z 关 w 时 的 全 纯 函 数 . 34 mo 1E EAE TR 
此 , 它 仅 是 调和 函数 . 从 调和 函数 到 多 复 变 数 全 纯 师 数 还 有 一 大 段 
差距 ,并 不 能 构造 它 的 共 印 的 调和 函数 使 两 者 成 为 一 全 纯 函 数 的 
实 与 虚 部 分 . 所 以 单 复 变 函 数 的 Cauchy 公式 一 身 而 兼 有 两 种 性 
能 :第 一 , 它 对 具有 逐 段 光滑 边界 的 有 界 域 此 成 立 ; 第 二 , 当 它 限制 
在 贺 盘 时 , 它 的 核对 w( 或 者 z) 是 全 纯 的 ,由 此 可 以 得 出 全 纯 函 数 
e Co) TE EG BIER EE TT S 0, DE x 的 积分 可 得 出 Cauchy 不 等 
式 , 于 是 给 出 了 收敛 半径 的 估计 以 及 震级 数 展开 系数 的 估计 . 

Ж ZAE), E JE 3. 1. 1 的 由 Green 函数 得 出 的 
Cauchy 公式 中 ,和 x go (wz) REX w 全 纯 的 ,虽然 Cauchy 公 
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式 在 任意 相对 紧 的 有 逐 段 光 涡 边界 的 域 成 立 . 但 是 另 一 方面 一 直 
有 数学 家 研究 Cauchy 公式 , 它 的 核 称 为 Cauchy 核 , 对 也 (或 者 z) 
是 全 纯 的 . 我 们 由 Leray 建立 的 Cauchy-Fantappiè 公式 知道 : 设 
С" HARR D 其 边界 是 逐 段 光滑 的 , 若 存 在 全 纯 的 Leray 映照 ， 
则 Cauchy 核 存 在 ,因为 若 
E, = ёш) (4 z € ZD) 
дое 的 全 纯 函 数 , 适 合 
È, + =Ë, = 0 , ë, + u°, > 0, 

则 Cauchy-Fantappië 公式 

|. 
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ga (6) Л eC) 
S0 L5 T о)" 


Gn — 1)! 
(221) 


olw) 


m 


_ (m 一 


1 
ф(г)@,(Ё(ш,е)) Л wlz) 


(2л?) 


1 


zi 


T (Qu 


А 
sU POS Co, 


:€ab 1 al m 
[&,Go,z) + wf, (0,2) ] 


(3. 5.1) 


EF 2 7548 22D BJ C" 诱导 的 体积 元 素 . Cauchy 核 SCw,z) 是 对 

KRE, ID 上 的 积分 只 对 ZO 中 C" 的 2m 一 1 维 光滑 子 流 形 积 
分 .如 zo 是 提 中 的 2m 一 1 维 的 光滑 部 分 的 点 , 则 必 有 和 邻 域 U Cz) 
使 得 次 门 H(zo) 中 的 点 可 表示 为 


z = zem, (3.5.2) 
其 中 pee 5 为 实 参数 ,函数 矩阵 
дг! gt! at! at! 
а А . . 
> = (3.5.3) 
дг! 3z” де! де” 
Әр" 1 д" 一 1 ar- 1 gt"! 
的 秩 为 2m 一 1. 于 是 


(m — D1C- D^o (Ё (ох) A e) 
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= in — D УЛС раё A 
А1 


A dê A dê A = A dé, Л об) 


1 1 
LEN 
az QZ -1 


7 1 
Gn — DI S, (一 1 和 6 
А=1 


1 1 


абау дё „ dz^ A ... A dz A wlz) 


QZ% Izm 
m 1 1 1 1 
EN Уг дё, e 96, , дё, ... 86, m 
i * а=“ Iza z^ Bi oas 


X (— D"o(z) A dz! A + A dz^'! A det! A +o A dz" 


1 1 1 1 
ROS 93854 9364 9$, sa — 
> ,de 


(3.5.4) 
其 中 


det Iel, z zi „°°* T ‚^+! 21,2") 


PICS себен SS 1) 


t 
92 | д2 
EID | 


а“(е) = (— 1)” 


(3. 5. 5) 
Жуа Ez MR ARI, 


dz { д2: ' 
dz = e (2) аа A = A а" (3.5. 6) 


是 xD 的 体积 元 素 , 因 此 
(n — D1C- D^o (Ё (у) A eG) 


= £ Go,z) Gw ,2)dv, (3. 5. 7) 
其 中 
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а(х) Q(z) … а" (=) 


1 
E _ a 
az! az? az" 


clGo z) = det | az! а ^ д" |, (3.5.8 
H 1 l 
дё. дё дё, 
az! az az" 
1 1 1 
az az az" 
对 也 是 全 纯 的 . 令 
1 
S(w,z) = Gv, z)c Go, z), (3.5.9) 


便 得 (3. 5.1). 

定理 3. 5.1 B DEC 中 的 有 界 域 ,其 边界 ZO 是 逐 段 光滑 
Bg. ЖЛЕ © х 3D 存在 全 纯 的 Leray 映照 , 则 有 Cauchy Ж 5 (ш,х), 
对 wE 人 D 是 全 纯 的 ,对 zxE ZD 是 连续 的 ,使 得 任 一 在 全 全 纯 、 存 下 
连续 的 函数 e GB 


olw) = Gas] P008 (Qw,z)£, 


其 中 之 是 gÓ 上 2m 一 1 维 子 流 形 中 由 С” 诱导 的 体积 元 素 . 

例如 ,适合 非 零 条 件 的 有 界 域 多 项 式 域 轧 , 便 有 定理 4. 1. 1 的 
Cauchy Ж 5 (10,2), BX} w 是 全 纯 的 ,对 >zE3 包 是 连续 的 ,但 对 
x 各 如 不 见得 是 反 全 纯 的 ， 

i R ЖС" 中 的 有 界 域 ,其 边界 R 的 一 “最 小 ” 闭 子 集 & 称 
HR H Silov 边界 , 若 任 一 在 只 全 纯 , 在 及 连续 的 函数 GO od 
有 


тах | (2) | = тах | (=) |; 
zeH z€ € 


所 谓 “ 最 小 ”*, 即 :在 任 一 点 zxEE, 必 有 一 函数 / G) ENR 内 全 纯 , 在 
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页 连 续 ,使 得 *E 吕 一 E 时， 
|/ 62 | < |f). 
E M ЕНН, B NR 是 互 不 相交 的 子 集 М, М, , M, 的 和 
集 ,其 中 每 一 个 皆 是 可 定向 的 C” 中 的 可 微分 子 流 形 ,其 维 数 分 别 
Ж#?т—1>г>-1>г>0,3ЁҢ М, =6 E R 85 Silos WR, W E 
A R 的 特征 流 形 . 
如 果 C" HRR RNR 有 特征 流 形 &, 并 且 存 在 一 函数 SGo 22 
ES: 
G) S Gu, 2) JE EGo z) C R> 9 ESE, 34 wD ЄЯ х mp] 
w 是 全 纯 的 ,对 z 是 反 全 纯 的 ,并 且 
$(ф,®) = S(z,w); 
Gi) ER EA, ER ERRA 4( 更 ) 中 任 一 函数 C 
Cauchy 公式 
pw) = [ PS Go ia, (3. 5. 10) 


则 S Geo z) jJ R 3, 85 38 4883 © 9 Cauchy-Szegó Ж. 

华罗庚 引 最 初 构造 (对 称 ) 典 型 域 А i P$ {ЕЙ Ж € 的 
Cauchy-Szegó 核 是 先 构造 4( 页 ) 的 一 个 在 E 上 正 交 就 范 函数 系 
(PCro) Too a 18 


со 


5 (0,2) = Po Go pe), (3.5.11) 


u= 0 


ТЕ w€9 ZTE, «Єй 时 绝对 并 一 致 收敛 ,并 且 对 任 一 pE 
ACR), Cauchy ARG. 5. 10) 成 立 , S (w,z) 自 然 是 Cauchy-Szegó 
Ж. 但 后 来 由 于 典型 域 调 和 函数 论 的 发 展 ( 见 文 献 [25]) , Poisson 
核 可 以 从 典型 域 的 自 同 构 群 Aut ( 够 ?得 出 来 ,而 Cauchy-Szegó 核 
又 可 以 从 Poisson 核 得 出 (参阅 4 典 ) 著 $5. 3 之 末 ). 现在 反 过 来 
问 :如 果 有 界 域 导 的 特征 流 形 © 的 Cauchy-Szegó 核 存 在 ,能 否 选 
取 ADEC 上 正 交 就 范 函 数 系 ,使 得 (3. 5. 11) 成 立 ? 作 者 35 
在 1956 年 兽 用 Bergman E ER ЖЫ ТЕ © 内 全 纯 且 绝对 值 平方 积 
的 函数 类 的 一 个 完备 正 交 就 范 函数 系 {g,(z)),-o0,1,2..… 现在 仍 用 此 
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法 从 SCw,z) 构 造 CG 上 的 正 交 就 范 函数 系 ,使 (3. 5. 11) 成 立 . 
定理 3. $5. 2 设 吕 是 有 特征 流 形 6 的 C" 中 的 有 界 域 . R 
域 的 特征 流 形 的 Cauchy-Szego 核 Sw,z) 存 在 , 则 在 A GU di ff 
在 LESS SEES (р, (00) оло, ,使 得 级 数 


со 


S,Go,z) = D pw) p) 


Жш, €9OXSR B E— EH HAHBH 
S, (0,2) = SQ, £). 


Ш ХЕ САС), REBRE 
flw) = [SOS Go Di, 当 w Є Ф. 
由 此 知 , 若 z dé W Ну АЕН, 


g" f е) -| fa 0780690), 
(Iz!) 7 (9z")"s € (8z1)^---(9z" )"» 
= [eo GE si. (3.5.12) 
其 中 nnd ns. 由 于 对 固定 的 z,S(w,z) 属 于 AG ,我 们 把 
f(w) 换 为 S(w,z), 有 
пзш) = | sa, SG, 
(Az!) tee (Qo™ Y'm 6 (IZY eee (9g? )"« 
(3.5.13) 
再 对 上 式微 分 ,得 
9"+26 (2,2) 
Сах)". (Oz) (0g ) ^ (287 у?» 
P > п = 
-| EE GE (5.10) 
4 
б) = UI (3. 5.15) 


我 们 把 指标 组 Cx,…,n;) 排 列 成 单一 的 次 序 , Gs Pa) 
C (m. ttt mna KORI С, , `, b. CE Qu | °° ,nm) 的 前 面 . 
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G) 如 pit T pum +n, + Д] 
(pits pao n Nm); 
GD 如 户 十 十 pa 二 11 十 pm， 
Рту", рт, 但 pa >m M 
(ру, рь) С On tnu). 
FER A Yaon, (w)} 可 以 用 一 个 指标 表示 , 即 
(d. Go) osa 
首先 指出 在 此 函数 系 中 取 任 意 多 个 函数 , 缘 是 线性 独立 的 否 
MJ E. ,使 得 
> kap Pop (W) = 0. (3.5.16) 
) 


Op mE emo, 
由 (3. 5.12) 式 中 取 
J Go) == 1 Go! zi) Go" — х"), 


п; ! лы} 


以 f Gs (3. 5. ORKER, HEC 上 积分 ,得 

kan, = 0. 
重复 应 用 此 法 ,可 知 EU (pis ts puo С ms rns). 所 以 
(多 (co)} 在 死 (包括 特征 流 形 上 ) 是 线性 独立 的 


令 


а = | 9,60 Gà (pv = 0,1,2,1) (3.5.17) 


йз ат ° а 
Н, = . " . i © = 0,1,2, 2, (3. 5.18) 


ал ат % dy 
这 是 十 1)X + DIETE HAH 4o Qo pi lw), $, C TE © 
上 是 线性 独立 的 , 令 Н, Кр 25 
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а? P eq 
P аї! ... a” 
H= jl С R (3. 5. 19) 
a? an a 
4 
pw) = l Улад, (w), (3. 5. 20) 
a” a= 0 


则 当 D» 时 ， 


——. 1 
| p00 Ф,(ш)й= У > ака 
M М ata” а= 


L- Sga? = 0. (3.5.21) 


М ata” а= 0 
Р (ф,(0) олг, E AHE G 上 的 正 交 就 范 函 数 系 . 
如 JE АСЛ),% 


а, = И ф,(и)й, fi(w) = Slap, Go) ‚ (3.5.22) 
则 此 级 数 在 9t 的 任 一 紧 子 集中 绝对 且 一 致 收敛 . 实际 上 ,由 


N 2 
| eo 一 ag. Q0 > 0 


可 知 
Уа < | ора. (3. 5. 23) 


HD la EKA. 
HF pw) € A), Cauchy 公式 
Go) = | PDS ао, и 
5 391,48 
$t) = | Susi) Gn. 
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由 于 SG) «€91 RR T А), ЖУЗ. 5.22) 的 展开 
式 为 

Siu, w) 一 У) pwp u), 
根据 不 等 式 (3, 5. 23), 有 Е 
> Ig, Co» |* < | Sas) [u = 5 (10,90) < Мк, 
^ Go € KS UBER. М, 为 正常 数 .) 
шщ} 2 ig. Cu) 在 KK 一 致 收敛 . 因此 , 当 wE K 时 ,由 Schwarz 不 
等 式 


N 2 N H 
Xag.) < (Z lag) 


у= 0 
N N N 
< [> PO» 19, Cw) |* < Мк У lal’, 
v=0 v= 0 v=0 
(3.5.24) 


由 此 可 知 , (3. 5. 22) 定 义 的 级 数 f (оо) ч w € K 时 ,绝对 并 一 致 收 
Ж.Н, 


$1(и,ф) = У) e, C9, Q0 (3. 5.25) 
у= 7) 


当 (xusro)E 玉 X 天 时 ,绝对 并 一 致 收敛 ， 
最 后 要 证 
fiw) = f Ge). (3.5.26) 
E. 5.1225 (3.5. 15), 4 z 固定 
| ef) | 
(@xze!)"usss (дш” "= | 
H C. 5. 200 , Rl 


[eco juna 


= | eo... Goa. (3. 5. 27) 


w-—z 
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0, vun 


= 1 (3. 5. 28) 


= 0, 3⁄4 y = g. 


at 
把 (3. 5.27) 式 中 的 ODRA pw), ERBY 


9”@, n, Сю) 0 (Де) 
(Jw! )h «(Ou ) Pm uu C Gi, n.) 


PPren, Cw) 
| (Qul уз CH Q7 0. (3.5. 29) 


若 六 对 应 的 指标 组 为 (mm ，…,zw)， v 对 应 的 指标 组 为 (p,，… U TP 
A 


Ed 


Әф,(10) Opn (W) 
(тю — (Qu )he- (дш)? 


(3. 5. 30) 


itj (3. 5. 200 B] 


0, ES Y< и; 
99, (<o) _ 
Bw)” |, 


M ушу, (3.5.31) 


If Cw) 3g, Cw) 
UE rA аз L 


由 上 式 知 ， 


d 


N 
Г (ш) = aug, (w), М = 0,1,2, *, 
PLU 


这 是 属于 АО). 4 No»H JBIEQ.5.3D.8 


ГӘЛ“? Go) u Уа Ip, Cw) | Ifi Cw) 
ц Go) Lu “L Owy | = (w |. 


pen 


(3. 5. 32) 
另 一 方面 , 当 N>, 时 ， 


[A00 Ф, (ий = а, = MIC Ф,(и)и. 
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根据 (3. 5. 20), 上 式 即 
1 5А va (N) hg, 

>a; l: (и) ф.(и)й 


w a= 0 


a, 


= —1. 了 | fao Z Goa. 


根据 (3. 5. 12) ,上 式 即 


I x ; 252 6n _ 1 xA A [2fGo) 
JoL (w) w=z 2e Ow) дот 
a, 
以 (3.5.32) 代 入 上 式 , 得 
1 < E Go) _ 1 < al af w) 
=>, Qw) | 2: | Gw) L 


w = 0,1,2,772. 
因此 有 


w)" (3w)* 


此 即 90 h e h БЕ Л, Go 5 Fw) 在 点 的 各 阶 导 数 皆 相等 , 因 
此 有 


Er _ Ed = dv 


fiw) = f Go) 34 w € 9t. 
同 理 , 把 SCw,z) Ch z€ 9 ELE EE u Т A QD BS 
PR UR. 
S Go, ZE) = SQw,.x). 
定理 证 毕 . l 
在 定理 的 证 明 中 包含 了 以 下 的 系 ， 
3:3.5.3 ЖШ САФ), ау 


Гао) = Узара), a = | fuonaoa, 


其 在 加 的 任 一 紧 子 集 绝对 且 一 致 收敛 . 
但 对 于 定理 3. 5. 2 中 的 级 数 S, Ge D ,我 们 无 法 证 明 它 在 wE 
R 的 任 一 紧 子 集 , 当 xzER 时 ,绝对 并 一 致 收敛 ,除非 在 界 上 加 上 
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很 强 的 条 件 . 
定理 3. 5.4. 设 尖 是 包含 原点 ,并 且 是 C” 中 以 原点 为 中 心 的 
星 形 、 圆 形 有 界 域 . 若 % AREARE CHEFER С 
Cauchy-Szegó $% S (wz) ME AQ НЕ € 上 正 交 就 范 函 数 
ЖЕ (р, (з0) MP E: 


5 (00,9) = Уф Go) p). 
此 级 数 当 vo ER B — ET 88K — Bur R HARU, 
zEUxk 时 ,是 绝对 且 一 致 收敛 的 . 

证 РЯ еб, RNE 
IF'S Go, Z) | 

(дё! уч ++. (OZ V'a | 
由 于 各 是 以 原点 为 中 心 的 圆 型 域 , 故 有 Sle we 2) 5 (w,z). 
因此 全 纯 函 数 


Pan CW) = | 


办 (ep) = ер, л. (чө). 
这 说 明 Vues, Go) dé m= n d Utd ns IK Ë] w= Gol, uw" WAR 
多 项 式 ,因此 

[6.00 Prp, Cu) = 0, 

34 n + з + n, Z р + "° + pm 
所 以 ,我 们 便 可 以 按照 定理 3. 5. 2 的 证 明 方法 ,分 别 把 
[do en, C) Ja tina 2 TE G 上 正 交 就 范 化 ,就 可 得 到 C6 上 的 正 交 就 
РСА (Ynn (0) Gud na n, n—0,1,2, 70. RA 
5000,0) = 2, №) Paen (0) Quos, (Z) 


n=0 nebat 


在 SRU F fE K> K 上 绝对 且 一 致 收敛 . dr 9: 是 以 原点 为 
中 心 的 星 形 域 , 当 Є 9 Н za €t. COD. HF Qn Go) Ж 
齐 次 多 项 式 ， 


1_ ч 1 
Siw, == >, > LE 
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= uon, (W) Paon, (0) = S1 0,2). 
当 wwE 距 的 紧 集 死 ( 即 把 更 按 映照 wrw Hir fE), ТЕ ЛА] 
相对 紧邻 域 ALIT, ETC -< <1, 便 知 级 数 S, Go 2) 24 шЄЎЇ, 
z € 9t P REJE Sols 由 于 
500,2) = SQw,z), 
从 而 定理 得 到 证 明 . | 
由 此 定理 知 , 如 Fe АО), Д] Cauchy 公式 可 逐 项 积分 而 得 到 


> 


JG) = |725 ота Diap (ш), 
у= 0 


a,= | Rä, 
但 仍 不 可 能 由 此 证 明 /we) 的 展开 式 在 页 或 GE 上 一 致 收敛 . 

我 们 知道 ,Cauchy-Szega 核 除 典型 域 以 外 ,在 有 界 可 递 域 也 
存在 ( 见 文 献 [19]), 后 者 的 证 明 并 非 用 ACO € EIE SETE РЁ 
数 系 证 明 的 ,所 以 定理 3. 5. 2 仍 有 用 途 . 但 一 般 的 具有 特征 流 形 € 
的 C” 有 界 域 ,Cauchy-Szeg6 核 是 否 存在 ,就 不 知道 了 . 


$3.6 中 值 定理 与 代表 域 


W 加 是 一 个 在 С” 中 有 特征 流 形 € 的 有 界 域 ,并 日 存在 
Cauchy-Szegó Ж S (10,2). lil /€ ACR), Wl; Cauchy 公式 


fw) = [SOS Gv Di. (3.6.1) 


对 固定 的 z€ 9t; н ЕХ ш d SGo, sC А(), Н fGo)SGo,z) 
EAR). 在 上 式 中 把 f(w) 换 为 f CS Go ,z) B 


fGo)S (wyz) = | LOSS юй. 
特别 取 w= 二 z, 有 
f(z) = [FOP нов, (3.6.2 
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其 中 

13(z 去) | 

5 (2,2) 
PAR 的 形式 上 的 Poisson 核 ,而 (3. 6. 2) 称 为 形式 上 的 Pois- 
son Zr X. 

由 《 典 》 著 中 第 6 章 可 知 , S4 9t Abg A pQ HF, m % 域 的 

Bergman 度量 为 


ds? = > TG zz dz?, 
0,8—1 


相应 的 Laplace-Baltrami 算 子 为 
A, = - > T” (z ,Z) 


Pu) = (3. 6. 3) 


元 - LP (3. 6.4) 


则 有 
AP(z,u)—0, Huck., (3. 6.5) 

МЕн 8. ELR 是 有 界 可 递 域 时 ,同样 有 (3. 6.5) 

X. 然而 令 人 奇怪 的 是 , 陆 汝 铃 '59 举 出 一 种 有 界 可 递 域 轩 ,而 
А„Р(«,и) Z 0, Huec. 

因此 他 猜测 ,A.P(z,z) 是 否 等 于 0, 是 判别 一 个 有 界 可 递 域 是 否 是 

对 称 域 的 标准 . 后 来 这 个 猜测 为 许 以 超 5 在 一 类 称 为 N-Siegel 域 

的 可 递 域 中 证 实 了 . 此 种 域 都 可 以 全 纯 等 价 于 一 个 有 界 域 . 

对 于 非 对 称 的 有 办 可 递 域 R, Bergman 度量 不 是 唯一 的 (在 
相差 一 个 常数 因子 的 意义 下 ) 不 变 度 量 . 如 第 2 章 的 例子 说 明了 非 
对 称 有 界 可 递 域 可 以 有 依赖 于 很 多 参数 的 不 变 度量 (参阅 文献 
[80]. [81.D ,不 能 排除 会 有 一 类 不 变 的 Kihler 度量 所 对 应 的 
Laplace-Beltrami 9 F A {8 A.P (z 42 —0. 此 外 ,典型 域 的 Poisson 
核 是 由 全 纯 函 数 的 中 值 定理 推出 来 的 (参阅 ( 典 ) 著 § 5. 30 ,然后 证 
明了 它 与 Cauchy-Szeg6 核 的 关系 是 (3. 6. 3) 形 式 . 反之 ,如 果 从 
(3. 6. 3) 定 义 的 形式 上 的 Poisson 核 未 必 有 中 值 定理 ,因为 未 必 能 
找到 一 点 z CR, 19 P Go 10-5 u 无关. 如 果 有 , 则 由 (3. 6. 2) 知 

Jf (ш) = PG.) ада, 
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当 取 1 便 知 , 必 有 


P (zo u) 一 D 
H fG) = xl. f Goa. 
这 就 是 在 上 的 中 值 定理 . 不妨 假定 z, 一 0, 否 则 ,可 作 一 平移 ,使 
18 Я 变 为 R, ,而 ЗЕ OM Jr a ,于 是 上 式 化 为 
1 . 
J(0) = zi | eos. (3. 6.6) 


文 就 是 普通 中 值 定理 的 形式 . 
但 就 典型 域 而 言 ,并 非 任 一 全 纯 等 价 于 一 典型 域 的 对 称 域 丝 
有 中 值 定理 . 例如 在 域 S, On: 


F(Z = Zl) — 7,7} > 0, 


其 中 ZEC”, DEC 了 是 全 纯 等 价 于 域 SX, Gn ,1)， 
I — WW! > 0, 

ER, On 2 的 特征 流 形 人 ,上 中 值 定理 成 立 . ME ©, On 50A 
找 不 到 一 点 Z,, 使 得 作为 名 ,的 特征 流 形 E; 的 不 变 体积 密度 的 
Poisson 核 P1(Z ,U), 有 

‚ P. GZ,,U) 5U XX. 
而 典型 域 8. (m,n) 作 为 一 个 以 原点 为 中 心 的 代表 域 ( 定 义 见 下 
面 ), 它 是 有 中 值 定理 的 , 即 


f) = де; 7608. 


然而 ,并 非 任 一 有 界 可 递 R 域 的 以 原点 为 中 心 的 代表 域 都 有 在 特 
征 流 形 上 的 中 值 定理 ,但 它 最 少 有 如 下 的 在 加 上 的 中 值 定 理 ， 

fO) = - |。 Гб). (3.6. 7) 
因为 如 凡是 以 原点 为 中 心 的 代表 域 , 它 的 Bergman 3 КСш,2) = 
c det T (0,2), T (x, z) Æ Bergman 度量 方 阵 ,c 是 一 常数 . 由 于 
TODS z 无 关 ( 定 义 3. 6. 15), W K (0,z) 5 x 252€. 因此 由 
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Bergman 积分 表示 


.1 | 
ft» = | соксо, = | /ez 


本 节 就 是 要 证 明 任 一 有 界 可 递 域 的 代表 域 存在 ,并 且 把 它 的 
全 纯 自 同 构 Aut JO rn (E-—AETRHI Bergman 核 表示 出 来 (定理 3， 
6.9), 

Bergman /* fc С^ pA RR D eps | it — BRI w: 是 多 的 固定 
点 ,p 的 映照 函数 为 


w 一 ф°(г) — TË (1,2) i log К (z I) 


K(t,D' 
称 为 代表 映照 , 像 多 ,一 g( 避 ) 称 为 代表 域 . 但 Bergman ЖК (z ,P) 
在 (z,t)€E 人 XD 时 可 能 有 零点 (例如 见 文献 [64]) ,因此 映照 9 不 
见得 在 整个 全 域 全 纯 , 它 的 函数 方 阵 为 


(3. 6. 8) 


9960 一 p a тута)", (3.6. 9) 
az 
其 中 
2 
T(z, = [° gen (3. 6.10) 


1<ap8<N 

也 可 能 是 奇异 的 .因此 89 未必 是 局 部 一 一 的 ,这 就 难以 证 明 рС®) 
是 C" 中 的 有 界 域 . 这 样 的 代表 域 如 何 定义 就 成 问题 了 . 在 这 里 准 
备 给 与 一 个 不 依赖 于 代表 映照 的 代表 域 的 定义 ,使 得 可 以 判别 CN 
中 一 个 域 包 是 不 是 代表 域 ,并 且 研 究 代表 域 有 何 性 质 . 

设 ЭЛ 是 一 V HER OE p DM 是 一 双全 纯 映 照 .在 像 域 
D 一 2( 久 ) 中 可 以 由 有 界 域 D 的 Bergman 核 与 Bergman 度量 诱 
导出 DH Bergman 核 与 Bergman 度量 . 设 映照 的 局 部 坐标 表 
示 为 

u* = ф(х), (3.6.11) 

则 DHJ Bergman 核定 义 为 


Бу = 元 ydet det 222 
K,(u,90) = K(z ,0)det p det == (3. 6.12) 
其 中 
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v == qw) 
Bergman 度量 在 9, 定义 为 
ds 一 (Pd = duTiG dw ， (3. 6.13) 
其 中 


, _ 
T.G.) = (2 logK, | (3.6. 14) 


ди*ди? DEN 
如 果 我 们 把 双全 纯 等 价 下 的 域 看 作 是 辣 一 域 ,那么 信也 是 C* 的 
有 界 域 . 
ЖХ É K C" 中 的 有 界 域 , 若 有 一 点 1E 信使 得 方 阵 
og | 
Əx“g# 


T(xz,t) = [ (3.6.15) 


ISa, pN 
5j z € D ERM DARE 点 为 中 心 的 代表 域 . 

例 如 名 是 一 个 以 原点 为 中 心 的 有 界 圆 型 域 , 必 有 TCz,0) 与 
z AR. 故 有 界 圆 型 域 是 以 原点 为 中 心 的 代表 域 . 特别 是 所 有 对 称 
典型 域 颖 是 以 原点 为 中 心 的 代表 域 . 

根据 定义 ,以 :为 中 心 的 代表 域 全 有 

TG,D —TG,D) > 0, (3. 6.16) 

因此 了 (zx DAE RM. H (3. 6. 15) 可 知 
9 = 


| 一 Tatt), 


д2“ ar? 
因此 
glogK (2,2) ra 3logKG ,2) 
— P = Ta G — t) + _ 
(3. 6.17) 
由 此 知 
a"*'logK (z ,#) 、 
Эа 00 mol. (3. 6. 18) 
特别 是 


g""llogK(t,z) N 
а TO fmc. (3. 6.19) 


128 各 种 积分 表示 [第 3 章 
定理 3.6.1 b OD E CN PHARRR DEA s 为 中 心 的 代表 
R.E Ф: Ф EX Ax tuu ИЕ D BR D 3: H E Є® 映 为 


s= 9G) , 则 此 映照 的 函数 方 阵 为 


de(z) 
dz 


其 中 4 一 | ЖО] 适合 


= TG,DTU,D^'A, 


дг 
АТ, (s A! = TG "2m 
BT. (s.s) DH Bergman JF Br y Ee Т, Ge, uw) fE ws ш 
证 ”根据 (3.6. 13) 知 


T (z, D=? ET Go, m|) ， 


其 中 ww 一 pCz). Ie o MEE Bp h At V. 
与 s 的 充分 小 令 域 U, 对 x 人 ин 


т={ 


(参阅 (多 复 变 函数 引 论 a ham BE, 2.4, ПОНИ 
线 定理 ). 由 代表 域 定 义 知 了 TCw,5) 二 Ti(s,5) 为 非 异 的 ,上 是 与 ww 无 
关 , 因 此 (Cz, 让 在 z€ED 全 纯 , 并 且 是 非 异 的 . 特别 是 在 (3. 6. 20) 
HS = 一 上 时 ,有 
TG, = AT GA, 
并 且 由 (3. 6. 20) 得 出 
Ipli) 


az 
定理 证 毕 ， | 
系 3.6.2 dE © É C" 中 的 有 界 域 ,多 是 以 s 点 为 中 心 的 代表 
R.o DD ROBUR HERR ER JE D A D. HAREA DD. 
设 1€E 守 使 ;二 pQ), 则 gp 的 映照 函数 适合 方程 


аф) (=) 7 2e CO is 
дг*д=8 — Ix "» = 0, 


BROWN /适合 


=T, DA UDP (s,sy =T, DTO, ÐA. 
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Jw ow и? 
其 中 DY G t) = PM 
证 为 方便 起 见 , 令 
B= (Ве) = TEDA, А = 0. 
由 定理 3. 6. 1 知 
PD = T, GB", 
故 由 Qe) _ MaD pa 
Oz*dz 3z’ 
= = тә DT В“ 
z 
MERS эе d 
同样 ,如 令 B87!= (B53), 有 
| 9 Ge) _ p Tei), 
Jw" 
Wo ZL втш) Pee ра a) 35 
= BPO map) TO 2060), 
系 被 证 明 . | 


系 3. 6.3 设 包 与 仿 分 别 是 以 :与 * 为 中 心 的 代表 域 ,P ®— 
D Je BUR FEBRE JEDRA D AH s=), N p VARHEE 


w — s“ = k (z? — 18), 


az? 


证 НРО 是 以 :为 中 心 的 代表 域 ,5 Ta бе) 0,970 


аб) == 0,11 H 3. 6. 2] 
9x) _ 
2209 —— 
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因此 变换 必 为 线性 的 . 本 系 得 证 . | 
定理 3.6.4 dk D E C" 中 的 有 界 域 ,® 是 以 为 中 心 的 代表 
域 ,p: 必 一 人 D 是 双全 纯 映 照 把 多 映 为 0, 并 且 把 :ED AREH s, I 
此 映照 必 可 写 为 


д К (2,7) 
ж E Кау) 


pe) = s + | rao PD, 


д д д 
mei-[z. ru 
证 根据 定理 3. 6.1 有 


3 А _19 
dp(z) = (a sos ee [ra k = 


其 中 а= 2, eG) GG) 029), 


因此 有 
glz) = [Zoeken fren 2g) + ZG). 
at at 
由 于 ФС) =5, H 
ZG) =s 一 FlogK DT) s) 
定理 证 毕 . І 


定理 3.6.5 VE D EDI s Og dob ee RO 
的 全 纯 自 同 构 ,并 且 把 :€ @ BON s— eG) , 则 此 变换 必 为 以 下 的 形 
式 : 


а KG,D әри) 
ф(2) = s + Е Ка Ж? 


L. 


дра), 
Kp Ea 

Pn [99e] _ 

E? TG 3 | = Т(,2). 


特别 是 ， 如 果 9 把 中 心 映 为 中 心 时 ,? 必 为 线性 变换 
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_ 9“ O y 


f 
3s? 5), 


其 中 


da G, 中 Ри) 


ШТ T G5 T CD ТЕЕ А, RUERD 4 s eO) 
时 可 写 为 


| 
| = T'(s,s). 


PO 一 = (TG,DRUCT G2] 7, (3. 6. 21) 
кян Y NXN PUT нх 5 一 上 时 ， 
9e) = (TG, EUET 07 2, (3. 6. 22) 


8D S $5 A EE EAS ИШЕН — T T REIRL A. 
定理 3. 6. 5 的 重要 性 就 在 于 :一 个 代表 域 的 全 纯 自 同 构 群 
Aut (人 D) 全 部 可 以 由 Bergman 核 表 达 出 来 , 即 由 定理 中 的 变换 生 
成 ,因为 任 一 EAut(D), 则 必 有 们 中 的 点 经 5 上映 为 中 心 5. 于 
是 p。 使 中 心 不 变 ,因而 是 线性 变换 . 特别 是 9 ! 必 把 某 一 点 b 
СФ 映 为 中 心 ;, 它 亦 可 写 为 定理 3. 6. 5 中 的 形式 ， 
由 于 典型 域 是 原点 为 中 心 的 代表 域 , 故 它 的 变换 可 以 用 定理 
3. 6. 5 统一 表示 . 现在 的 问题 是 :是 否 有 界 可 递 域 缘 可 全 纯 等 价 于 
一 个 代表 域 ? 如 果 能 够 , 它 的 变换 必 可 写 为 定理 3. 6. 5 的 形式 . E 
之 ,有 以 下 定理 : 
定理 3. 6.6 iE D REOR GAL ERR 
K(z,1) 
K (t, 
— 4 W 4c 25 36. , Vu] Ee fis, D = e CO d МОА Ч roc B 
代表 域 . 
证 ”由 于 变换 是 一 一 的 , 呆 数 方 阵 
дф) 
д& 


w= ф(х) = E гар B 


=T, DT)! 
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必 为 非 异 的 , 故 T(z,7) 为 非 异 的 , 设 Dp Bergman 度量 方 阵 为 
Т, Go to) ,根据 (3. 6. 20) 及 上 式 , 知 


T Go ,0)= E T (= ope 


= TOYD(G,2) VT (2,8) 
= T.I). 
这 与 ww 无 关 , 故 已, 是 代表 域 . 定理 证 毕 . | 
如 果 玉 (z,?) 在 zED 时 没有 零点 , 则 (3. 6.8) 的 变换 是 全 纯 
BJ. ERRELE T Gp z€ 9 是 非 异 的 , 则 变换 是 局 部 一 一 
的 . 若 是 单 连 通 的 , 则 变换 为 双全 纯 的 . 
定理 3. 6.7 КӘС" 中 的 有 界 可 递 域 , 则 其 Bergman Z 
К Go,2)?4 Gw.z) € DX D I JC A, M Tw, Elw, € p> O 
是 非 异 的 . 
证 设 
S = (Go,z) € D x D |KGo,zg) = 0) 
是 非 空 的 . 由 于 KK(w,z) 一 0 是 在 全 x 中 对 w 及 三 全 纯 的 函数 ， 
SEDD PHN IERE, pues C 5 中 
-ZK Gus) Fu DK Gus E) 
不 全 为 零 的 点 是 2N 一 1 维 复 流 型 me K (w, z) JE Ж t SE 
空 ( 见 108 页 注 @). 
根据 Н. Самап 定理 "": 有 界 的 可 递 域 全 ,其 自 同 构 群 是 一 个 
李 变 换 群 , 即 Aut (多 ) 的 变换 可 写 为 
w = p (zt), t = t) 是 实 参数 . (3.6.23) 
34: EFRR ANDRE RP RRR, l «Су 
йе, P ODARA 
Ped) = z° + AE 十 1 的 高 阶 项 ， (3.6. 24) 
其 中 名 (z) 是 对 = 在 包 全 纯 的 , 称 为 无 穷 小 变换 (ce 一 1,…,r). 由 
于 六 是 可 递 的 , 必 有 7 之 2N ,并 且 >*X2N XBIECGO.£GOO PEERS 
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2N( 见 文献 L15])， 
其 中 
léco Elz) … 全 (z) 
&G) 800) + YG) 
Elz) = @ e | © ， (3.6.25) 
" Elz) 5 £V (z) 


其 秩 必 为 N. 由 于 e€ Aut COD ,我 们 有 


Kew, D eG. D) = Kos) de ser (de же) , 


(3. 6. 26) 
其 中 det ЖӨ 0, Отсо ES BH K Ge Gos D 57050) 
二 0. 换言之 ， 
ut = gt) = w + yw) + =, 
v = eG) mz > (ш) s, (3.6.27) 
把 解析 集 S 映 为 解析 集 S,,S, ШЙ К (и, 7) 0,183] f —Ж 
OxOdqgfgif S | |< (一 1 rr), 缘 是 天 (co 有) 的 零点 . 
我 们 只 考虑 S 中 的 常 点 集 So ЖУ ЛЕ бю», г) € SH 
2 
az" 
则 在 Cw。,z。o) 的 充分 小 邻 域 中 可 解 出 
g* 一 Go,z' ,ZN 1), (3. 6.28) 
PK то HE 66У 0 的 全 纯 函 数 , 以 之 代入 (3. 6. 27), 就 得 到 
(u,v)€ S. 
4 zi = (25,2 !). (3.6. 220 B CAN —2-E 7) X AN PRECOR 
КЕТЕ :一 0 为 


K(w,z) = 0, 


д(и,и,о,0) 
90 AO Zis 2i +L) i-o 
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TEN (0,a) (0,а? ) 2N 
0 AMPE) (0,0) N—1 
= 0 (0,0) (190 фі ) N — 1 
(800) Ew) (ә) El) r 
2N N N 
(3. 6. 29) 
其 中 
дф әр X ad 
а = ow! по" duo! 9 ' Әр” , 
b дф ag 
|odaz xa]: 
н 0) Ж N , 它 的 最 后 一 列 
EN (z) 
EN (=) 
不 能 为 零 . 


RE GO 04H Osce Nd SOR PERS E AN —2 
行 与 第 4N 一 2 十 7 £1 EE CAN — DX AN 和 矩阵 的 秩 为 2V 一 1, 故 
ER ЖОЕ: 
Ilu, V,U) 
ICW, W ,Xi ,Z,,£) 


ЖЕ |t, | 充分 小 时 ,其 秩 最 小 为 4N 一 1. AEE K Ge v) — 08 2E RR 
合 中 ,最 少 有 一 子 集 是 4N 一 1 维 微 分 流 形 , 但 对 w 及 对 z 全 纯 的 
函数 KC(w,z) 的 零点 ,最 高 是 2N 一 1 维 解析 集 , 即 实 维 最 高 是 4N 一 
2. lk dE K Gw ғ) 0, ВЕ, ЗЕ S 是 空 集 , 即 K Go 22 TE 
Go, z) € Dx D 时 没有 零点 (在 文献 [74] 中 在 D 是 N-Siegel 域 时 
已 有 此 结果 ). 对 于 可 递 域 可知 ( 例 如 见 文献 L35])， 
detT (0,2) = cK(w,z), Go,z)€ Dx D. (3.6.30) 

BE T Ge.z TE Qw 2 € Dx O 是 非 异 的 . 定理 证 毕 . l 

Vinberg, Gindikin 5 Pjatetski-Shapiro ЕН T 43 P B| Ы 
D 是 单 连通 的 , 即 包 的 代表 映照 存在 ,也 即 对 固定 点 1€E 匀 ,映照 
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K(z,t) 
K (t,£) 
是 在 O 全 纯 的 ,并 且 是 一 一 的 .根据 定理 3. 6. 650,0; — f Cb) EA 
原点 为 中 心 的 代表 域 . 

定理 3.6.8 D AC 中 的 有 界 可 递 域 , 则 必 全 纯 等 价 于 一 
个 以 原点 为 中 心 的 代表 域 D. 此 代表 域 在 如 此 的 意义 下 是 唯一 
的 ,车 男 有 双全 纯 上 映照 p: DD, J € S 映 为 原点 ,并 且 en 
数 方 阵 在 t 点 为 单位 方 阵 , 则 ф=ф. 

唯一 性 是 根据 H. Cartan 的 唯一 性 定理 ( 见 《 多 复 变 函数 引 
论 ) 中 的 定理 3. 1. 2). 

根据 定理 3. 6. 5, 可 得 以 下 定理 : 

定理 3.6.9 设 包 是 以 原点 为 中 心 的 代表 域 , 并 且 是 可 递 的 . 
p: DD 是 全 纯 自 同 构 ,9 人 0) 一 0, 则 o, 可 表达 为 : 


u^ = g'z) = TË (2,1) log (3.6.31) 


acan — | Ф! (z) 3, 8 9t KGE) 
ec =| a т (D) log RE 
2g), 
其 中 3 适合 
| 
EM TG. Ж] = TG,D, 
д2: u д2 ex 


FH Aut (多) 是 由 变换 p 生成 的 ,因此 Aut CE ZE TER E RA DL ЕЗ 
BÉ Aut, CO) (这 是 线性 变换 ) 确 定 , 则 Aut DAME. 

由 此 定理 知 , 只 要 包 的 Bergman 核 KG D АЯ Aut CD) 
已 知 , 则 Aut (人 D) 便 可 知道 .但 有 时 我 们 要 用 到 的 ,并 不 要 知道 
Aut; CO) ,例如 ,由 定理 第 二 个 公式 知 

ap, (е) 3@,(z)] _ detT(.D 
der 2 ok | _ = deT(0,0Y (3. 6. 32) 

WTO, O=] C 为 正常 数 ), 则 

k 


dz 


| ‚ Ф € Аш„(®) (3. 6. 33) 
z—0 


是 西方 阵 , 此 时 
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Uf 

тал = сав] к] derf # | . (3.6.34) 
az de Oz 2a 


我 们 总 可 作 一 线性 变换 ,把 全 Шш D dide VAR APOR 
表 域 ,使 得 其 度量 方 阵 
Т\(0,0) = cl. (3. 6. 35) 
此 时 ©, PKA ERRAR. 
定理 3. 6. 9 的 变换 可 以 写 为 矩阵 的 形式 : 


; 3@, 
glz) = (Zio RR ren [ae IL (3. 6. 36) 


其 中 


如 果 包 是 正规 化 的 , 则 有 以 下 的 系 : 
系 3. 6. 10 ”如 果 几 是 以 原点 为 中 心 的 正规 化 可 递 的 代表 域 ， 
则 把 :ED 映 为 原点 的 全 纯 自 同 构 , 必 为 如 下 的 形式 ，; 


| К (х,Р) 1 
$G) = | don KED trew] ‘U, 
EPU 为 西方 阵 , 使 得 变换 
w = zU 


J D 一 一 地 映 为 自身 的 变换 . 


各 种 积分 表示 的 估 值 


上 一 章 已 讨论 过 多 复 变 函 数论 的 各 种 积分 表示 . 有 了 表示 ,可 
根据 积分 表示 的 核 ,来 估计 方程 之 解 的 值 , 例如 在 单 复 变数 函数 论 
中 ,由 Cauchy 公式 可 得 Cauchy 不 等 式 , 用 以 估计 一 全 纯 函 数 各 
阶 导数 的 值 ,以 及 由 此 得 到 其 震级 数 展开 的 收敛 半径 ;由 Poisson 
公式 得 出 Hanack 不 等 式 . 在 多 复 变数 函数 论 中 ,虽然 自 华 罗 康 始 
(参阅 文献 [24] 及 《 典 》 著 ), 早 已 得 到 典型 域 的 Cauchy 公式 及 
Poisson 公式 几 十 年 之 久 , 但 未 想到 对 它们 作 一 估 值 .直到 1984 年 
作者 看 到 Henkin-Leiterer 892579 , 才 详 细 知 道 Henkin 的 著名 工 
作 一 一 强 拟 凸 域 的 3 方程 解 的 积分 表示 及 一 致 合计 一 一 的 证 明之 
后 (作者 当时 在 Princeton 高 等 研究 所 , 刚 买 到 此 书 ), 才 想起 是 否 
要 对 典型 域 的 各 种 积分 表示 作 一 些 估 值 . 24 BJ БЕ НД ED E 
Princeton 大 学 ,他 极力 建议 我 做 典型 域 的 9 方程 解 的 积分 表示 及 
一 致 估计 , 我 注意 到 Henkin 的 工作 主要 用 到 两 个 工具 :其 一 是 
Leray 的 Cauchy-Fantappie 公式 54, 其 二 是 Henkin 称 之 为 全 纯 
的 Leray 上 映照, 作者 在 1965 年 吴 新 谋 教授 主持 的 Leray 的 
Cauchy 问题 讨论 班 上 ,就 报告 过 上 面 所 引 的 Leray 的 文章 ,随后 
即 证 明 华罗庚 的 典型 域 的 Cauchy 公式 ,可 以 由 Cauchy-Fantappiè 
公式 推出 ( 见 文 献 [39]) ,并 且 在 证 明 中 主要 是 构造 了 一 个 现在 称 
之 为 全 纯 的 Leray 映照 . 所 以 我 们 把 从 前 的 文章 找到 后 , 没 用 到 两 
个 星期 便 把 典型 域 :问题 之 解 的 积分 表示 作出 来 了 . 1985 年 初 ， 
在 Princeton 大 学 报告 过 一 次 ,并 把 预 印 本 寄 了 一 份 给 Henkin 
(Henkin 的 文章 “中 提 到 此 预 印 本 ). 1985 年 秋 , 在 马 普 数 学 研究 
所 又 报告 过 一 次 . 并 与 莫 博 士 又 在 德国 相遇 ,他 督促 我 尽快 发 表 ， 
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并 把 一 致 估计 也 作 完 . 但 我 并 不 满意 已 得 的 结果 ,觉得 可 以 用 较 简 
捷 的 方法 获得 更 广 的 结果 . 但 在 1985 年 底 回 国之 后 , 便 为 一 系列 
不 愉快 的 事件 所 苦 ,1986 年 大 病 一 场 ,1987 年 钟 家 庆 在 美国 去 世 ， 
1989 年 王 启 明 又 在 美国 去 世 , 以 及 相继 而 来 的 麻烦 ,使 得 我 到 
1992 年 庆祝 苏 步 青 先 生 90 寿 展 时 国际 学 术 会 议 上 才 初 次 把 更 广 
的 结果 作 了 报告 ,发 表 时 已 到 1993 年 ,前 后 近 十 年 . 至 于 为 什么 已 
知道 Cauchy-Fantapp 记 公式 及 全 纯 Leray 上 映照 而 没有 考虑 典型 
bit, 3 方程 解 的 积分 表示 , 则 是 由 于 该 文 发 表 时 “十 年 动乱 ”已 经 开 
始 , 一 切 外 国 刊物 都 禁止 订阅 ,本国 的 也 停刊 ,不 准 进 图 书馆 ,更 不 
准 杭 学 术 研 究 . 在 那 种 特殊 情况 和 环境 下 ,我 根本 就 不 知道 什么 叫 
2 问题 ,这 个 问题 在 那 时 是 刚刚 兴起 的 . 1976 Æ J. Kohn 随 美国 科 
学 院 代表 访问 我 国 时 ,可 能 介绍 过 ,但 我 属于 不 准 与 外 国人 接触 的 
一 类 人 ,所 以 不 知道 他 的 报告 . 但 代表 团 成 员 之 一 一 一 伍 鸿 么 教授 
指名 要 见 我 ,于 是 我 被 动员 去 见 他 了 ,至 今 我 还 是 非常 感谢 伍 鸿 嫩 
教授 . 从 那 以 后 我 又 被 容许 与 外 国人 接触 了 ,所 以 我 第 一 个 邀请 来 
中 国 讲学 的 是 伍 鸿 个 教授 ,接着 是 肖 荫 党 .丘成桐 教授 . A B ТАЖ 
教授 1979 年 的 讲学 中 ,使 我 略 知道 了 间 题 ,但 后 来 又 为 行政 事 
务 所 缠 , 无 法 搞 什么 研究 工作 , 退 下 来 之 后 已 是 1984 年 了 . 

但 用 Bergman 核 的 积分 表示 来 作 估 值 ,是 早 在 1956 年 开始 
〈 见 文献 L36]) 的 ,这 就 是 Schwarz 引 理 方面 的 工作 ,所 以 本 章 也 由 
Bergman 核 开 始 . 


$ 4.1 Bergman 积分 的 佑 值 


4 S: COR C" 的 有 界 域名 中 全 纯 且 绝对 值 平 方 可 积 的 函 
ЖОЖ. ТЕ СЮ) ТЕЗЕ ЕЗ О Pe) hon, EE 
Bergman 核 


со 


K (wz) = > уф(ш) Bz) (4.1.1) 


»—0 


存在 (参阅 文献 [37] 第 1 章 ). 当 我 们 考虑 双全 纯 映 照 p: ФФ, 
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D, 也 是 C^ 中 有 界 域 时 ,人 D, HRK, ww SEH Ke, z) 
有 下 列 关系 : 


К,Сф(=),ф(2)) = K(z,2) 


дф —1 дё —1 
det Z| [de £] 


(4.1. 2) 
故 天 (>,z) 是 权 为 (一 1 一 1) 的 标量 ,而 &:( 包 ) 的 元 素 卫 在 双全 纯 
映照 下 是 权 ( 一 1,0) 的 全 纯 标 量 , 即 如 f Go € € Cb) ,对 应 的 


Ў (ш) = f(z) 


fi f Go) € 82 D. 由 此 可 知 (本 节 用 和 号 的 省 略 ): 


af (ш) | det 2€| 2702) 227 | 9g) 7 
ow" — д2 dz ди” \ да 


992) ' ，_ 
det £) эш = qz). (4.1. 3) 


29 
alog det P» 


дг? 
х Ло) dz ` Fw 
x. ` д Ñ M -— 
这 是 说 ,35 不 是 协 变 的 ,但 我 们 可 引进 一 标量 的 联络 
B.G z) = PEK G2) (4. 1. 4) 
az 
Bi C4. 1. 2) 知 ,如 令 
B.Go їй) = og (ose), 
则 在 双全 纯 上 映照 ww 一 (=) 下 ， 
QU - 
_ Е _ alog det Эз | дг? 
B(w, w) = | Ba(z,z) E FL 
- d. 
二 一 一 一 Əlog det Ax | Эр? 
В„(ш тю) = Bs(z,z) E Ow (4. ]. 5) 
L 


若 我 们 定义 权 ( 一 1,0) 的 标量 AGO BUE 2. 
óf(z) а (=) 


Ox" mn oz? m f(z) B(xz ,2), (4. 1. 6) 
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则 由 (4. 1.5) 与 (4.1.3) 易 证 


6 f Cu) 9f Go) р B og) 


бш“ Әди" 
一 = | det 3 ap) 2i а (4.1.7) 
Жш, PLC ga coi om ИЕЫ. 但 注意 ,虽然 /(z) 全 纯 ， 
(P pg ent. 


一 般 的 ,在 定义 的 可 微分 量 gz) 称 为 权 (p,q) 标 量 ,p,q 为 
实数 ,车 在 双全 纯 上 映照 о (а) Т, D, 相应 的 量 боо) A u 
下 关系 : 


det бе| [de | ег). (4.1.8) 
例如 核 函 数 K DERA (1, 10А. 

从 微分 几何 的 语言 看 , В.) © КАЕМ LOHE. 
注意 ,这 里 尚未 在 多 中 引进 微分 度量 ,也 没有 引进 多 上 向 量 从 
V(D) 的 联络 ， тя D КАЛМАК В.С). {Ң 


ши # ct W « С 不 再 是 在 双全 纯 映 照 下 的 


gw sw) = 


协 变 . 
引进 令 上 向 量 丛 的 联络 ,最 自然 的 是 从 Bergman 度量 
L j г _ 2*logK (z ,z) 
ds = TaG,z)dz^dz/^, T(G,2)-— AE - 
(4. 1. 9) 
诱导 出 的 Kibler 联络 
of 52), y _ 
alz z) = AE Эт», ш) = PG. (4.1.10) 
02; 8 
RB Te (zz) 是 Bergman 度量 方 阵 
T (z,z) 一 Tals) ica as s (4.1.11) 


873 7r [Т (x 2) 1 8970 Ж. 在 双全 纯 映照 w=) FD, 域 的 
度量 方 阵 为 
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， 
T, Gw i9) = 2*T (gg) = ‚ (4.1.12) 
дш au 


因此 有 
а 
АТ, Go ЖЭТ, (оу) = EAT (2)1 (sg) Z 


° x (4.1.13) 


JER 


po К _ Jw” 
I Go w) = I.E) E. . * V 


9g? . ди? 

Jdu'dw' Әх? ` 

HETA, Tuez D EMEA VORA. RE D BJ 2 hr 
场 £° Ce) (ak pk V GO d D, UD w=) F ,# 


Ёю) = £z) 2 


(4. 1. 14) 


дг ger 
由 (4.1.14) 可 知 ,由 联络 Tp 定义 的 协 变 微分 


EP = mo + Tp aE (4.1.15) 


= 


M 


一 张 量 , 即 
Q (0) Of) дш" Әз" 
Oz? Óx az! dw 
A FUA LODOWKA В. 与 向 量 从 VCD) 的 联络 Ds ,就 可 以 定义 
KERA LCPOCOV COO НОНА дЕ H В. 5 Dig XJ. WE € GO 
E СООСУ CO) BU Т, El C , 0) КЁ ЛЕ [Ë] Et , ТЕХ 2: Pt Bh. B8 
w= 二 9(z), 有 如 下 关系 : 


£*(w) = det Еа às = А 
MI E CORT z^ 的 协 变 微分 为 


ó а 
EOL a E L EBE) + PTh), 


(4.1.16) 


(4.1.17) 
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à £“ (ow) dw w^ 086") 
E Or д>? óz^ ` 
作者 在 引进 协 变 微 分 的 文章 (文献 L41]) 中 , 误 用 了 “诱导 
(induced)” 一 词 ,至 使 读者 可 能 产生 误解 .通常 由 向 量 从 的 联络 
(zy ZE) 可 以 诱导 出 线 从 也 (名 ) 的 一 种 联络 
JT, z) 
СР 


(4.1.18) 


Dz) = DRG.E) = T (2,9) 


= -Z jog det T (z,2). (4. 1. 19) 
д2 


这 与 作者 先前 定义 的 联络 Bel) = log Kz,5) 不 知 是 否 相 
等 ,我 们 只 知道 Ф 是 有 界 可 递 域 时 ,两 着 是 相等 的 ,因为 在 此 时 
KG,z2)=c det T(z,z),c 是 一 个 正常 数 ( 见 文 献 [35]). 后 来 蒙 伍 
鸿 味 教授 指出 此 点 ,因此 作者 在 稍 后 的 报告 中 ( 见 文献 [43]) 采 用 
伍 教 授 的 意见 ,用 两 种 协 变 微 分 的 符号 ,以 区 别 由 В, 定义 的 线 从 
的 联络 与 由 诱导 的 线 从 的 联络 Г, 的 协 变 微分 . 但 是 实际 上 作 
者 只 用 B, 作 线 从 二 (人 @) 的 联络 ,而 用 To TI OA V COO STAR 
而 LCQ)GCOYCQ) 的 联络 是 用 联络 B 与 联络 [构成 的 联络 ,这 样 
就 不 必用 两 种 协 变 微 分 的 符号 ,L(D)@V (D) 的 截面 的 协 变 微分 
是 由 (4.1.17) 定 义 的 ,所 以 这 里 只 用 一 种 协 变 微分 的 符号 ， 
如 果 仍 用 “诱导 ”一 词 的 话 ,应 该 说 清楚 从 联络 


_ ƏlogK (z,z) 


Belz ‚2) ag 


(4. 1. 20) 
诱导 出 度量 张 量 
Ta, z) = BPB. 2), 


再 由 此 张 量 诱导 出 Kahler 联络 


ӘТ alz, z) 
де” 


而 不 是 通常 微分 几何 学 所 说 的 “诱导 是 从 联络 ГЪ G D S SE Hi 


I',z) = T? (z,z), 
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络 P.G s= -2log det T (z, 2). " | 


有 了 联络 B.(z,z) 与 T(z,z), 就 可 以 定义 张 量 从 
LLOD) PG) LOFO [V 9) | @ [v C] T 
ӨТУ) 'J @ [V (Š> Y (4.1.21) 

的 联络 及 其 截面 的 协 变 变 分 . 这 里 p 5j q 可 以 是 任意 实数 ,但 m, 
nors 必须 是 非 负 整数 .VY CD E D Fama is Beb, V (p) deg 
[5] E JA ,V COE V COO ЖЖ [Н] E MA. 

顺便 一 提 , 按 这 里 所 用 的 “诱导 ”一 词 , 还 可 以 由 联络 诱导 出 曲 
率 张 量 


кы —— ZI. (4. 1. 22) 
其 中 
uu = T” Rugs, (4.1. 23) 
而 
Rus; Ta + “гет” = (4. 1. 24) 
是 酉 曲率 张 量 . 


H (4. 1. 21) 定 义 的 从 空间 的 截面 ,我 们 称 之 为 (p,q) 权 


| li M -METIA GO , 若 它 对 双全 纯 映 照 ww 一 g(z) 有 如 下 
关系 : 

Ача a, B == В ow?! 3 

Теле А (ш) = | det ч | det = 


дш“ Әш" Qwh дш“ 
az” Izm хт д2 
az” ... д2”, дг `.. дг" 
duh ди? w^ w^ 
由 此 可 见 ,一 张 量 是 否 带 权 , 只 有 通过 变换 关系 才能 看 得 出 来 . 定 
义 此 张 量 对 z^ 的 协 变 微分 为 


Ó a д nas E 
Bp ASARCA (2) = dp АКСА (2) 


x ТШШ (ш) 


(4.1.25) 
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二 рвет 


ААД 


ча, sta, Bi Ж, ла, 
LODS 
j-1 


一 BITE A assai (4. 1. 26) 
n 
及 对 z^ 的 协 变 微 分 为 
Š аа. 
SER pisco 
9 маа ача D B 
一 393 Aa +9 BT, Ад 
十 Tigin eA Pa, 
j=l 
= DT Su Гу. (4.1.27) 
Ј=1 
m n m n 
不 难 证 明 以 上 两 式 分 别 是 | 与 | 型 的 (p,g) 权 张 
7 十 1 s r s+] 


量 . 
H C4. 1. 2250 D #7 Bergman ZANK DER], 一 1) 的 


标量 , 即 | 。 | 型 张 量 , 根 据 协 变 微分 的 定义 


KLD L KGDL hK) = 0, 


Cz” д^ 
ôK (2,2) dK(z,z) < z 
6 一 EE 一 ВК (z ,z) = 0. 


BLZ LIES C-1,— DA EE (z zX z" 及 对 型 HJ ERE (RA) 60 
为 0, 即 


此 即 
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故 亚 (z,z)/K(z,z) 必 须 是 常数 . 
引 理 4. 1. 1 D RPAC DRE PDI z ЖА z^ 
的 协 变 微分 皆 为 零 的 充 要 条 件 为 亚 (z,z) 二 cK(z,z) (c 是 一 常 
Жо. 
引 理 4. 1. 2 iE Ws) RA Cp Bt Ш.Ш 


Oz 1 Om 对 所 有 指标 a, * sAm 对 称 *, 
OU" (z,.z) 8 
r 对 所 有 指标 BP.，,… Sosa 
证 
OV(z,z) | 9 1 
де n E + PB.) I дг? + PB, у 


ov 
- ra > + pb, 
这 对 指标 a. B 是 对 称 的 ,因为 T's 对 а, В 是 对 称 的 . 


用 归纳 法 假设 ， 
ИРАН san 对 称 Cm > 2) 
д2“ +... дон HPD Asty Om 小 = , 
则 
rty ё"+1Ар 
Oz Oz... S z 82% 02829 --- Sa 
一 Sr óA 
全 ааа Sze- Âz sz Ww. . 
其 中 


一 2 Е zT. LODS — PLD (4.1.28) 
由 于 Bergman 度量 是 Kahler 度量 ,由 直接 计算 可 知 
Кр = 0. (4.1.29) 
这 证 明了 
op _ nir 
Öz Öz 66дан — ÓztÓz'Ózu.. дз" 
据 归 纳 法 假设 ， 
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B35 对 所 有 指标 assi sa, 中 可 以 任 两 指标 互相 
交换 

iH (4.1. 29) M a 5 ascen as 中 任 一 指标 可 以 互相 交换 ,而 归 
纳 法 假定 (4. 1. 25) 式 中 指标 a ›а„ 中 任 两 指标 可 互相 交换 . Bi 
此 

д" 
ÖZZ e х" 

的 指标 aasan 中 任 两 个 可 以 互相 交换 , 引 理 证 毕 ， | 

不 难 证 明 ,对 张 量 积 的 协 变 微分 适合 普通 微分 的 规律 , 即 如 


Tz JB os pis" 7| tiskcit Coa GER. ИНЕ. ИШ 


7n, 
TZ IS BO Sz ES (р) H k | 型 张 量 , 则 Tu Su E 
m-HFm, n-n, 
(p poq AX mm 型 张 量 ,其 协 变 微 分 
1 
_ 5. des L pa D Q. 
| = 了 + TE 51, 
ŠT: 51) = FE |s: +T: т. 
z 
此 外 ,对 Bergman 度量 张 量 
ÈT Gs) =0, у Ê Tpz = 0. (4.1.30) 
É fe S: 人 ,可知 有 
fGo) = |, FGOK Go z), (4.1.31) 
其 中 wE 人 DD,z E: C" 的 欧 氏 体积 元 素 , 由 此 知 
9” f Go) Ə” K Go ,zZ) | 
(аш! у”... (дщ TN 2 (Әче! yi (Quo) " 
m= m, 十 … + ms. (4. 1. 32) 
由 于 对 :ED， 
Ə"K (rw,t) 


QD". Gm m T s + n) 
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对 为 全 纯 并 绝对 值 平方 可 积分 , 即 属于 $: CO). 根据 (4. 1. 32) 
有 


9"*" K Go 1) 
(дө! Y eee (grow )"w (9t! X" ee (gt "v 
= | SCHON 3"K (Qw,z) 
D (Ot! )n-- (IYN (Bw! M (дш mw 
这 里 可 证 明 ,把 上 式 改 为 协 变 微 分 仍 成 立 ， 
引 理 4. 1.3 it ELD), pa 
NEA -[ fao) ZKD 6" Ktw, 8Кр), 


Ôw ee иу w.e 


z. (4.1.33) 


д" К (ш t 
Oui Own oth -- 876, 


-| Ki) ,д"К(то,®). 
о 0" wh ws 


Ha... 85,7. 8,71,2,-.N 
证 (4. 1. 32) 
(fe › 60:0 


=| yc | Кю _ B.Go DK (w2) k 


= REO) — B.G 0) f Gu) 
_ 9 Go) 
баи" 
用 归纳 法 , 设 引 理 的 第 一 个 公式 在 正 整数 m 时 成 立 , 则 
NC ó"U K(Ge,m) . 


Фадо ut 


ди" Oi др" ‚бов m 


= Èri wm) gos E GP un 


< -w'i-i9w^ Own: 
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9 fw) 2760) 
(0 ди" ди-ди" В. (ww) 5 w 
A — ô” f (xo) 
— B J 7 
21: Co) Ox +. то биди ee и 
б" Vf (xw) 


дидар" -- w^ 
这 就 证 明了 引 理 第 一 部 分 ,由 于 
6" K (vw,t) 
ot^ «t^^ 
30 c 固定 时 ,对 ww 属于 (多), 只 要 以 之 代替 引 理 第 一 部 分 的 
f(w), 便 可 证 明 引 理 的 第 二 部 分 . 
取 t 固定 , 令 


à" K (w ,£) 
ёш) = Cg oe PR (4. 1. 34) 
REET VD). 引 理 4. 1. 3 的 第 二 部 分 , 即 
pr Ca) NEM 
(дил )"i-- OWN" u mu C (2) Ф -my С). 
(4. 1. 35) 


注意 一 般 情形 


ё"+"К (то) 
_(ди!)”ч Сда) (Ot! ) "n COt? )" 


> HKA) _ 
(Ot!) (OEY )"s COE)" eee (Or P)" 
后 者 根据 引 理 4, 1. 1, JO 24 m+ n2. 
如 § 3.5 一 样 ,把 指标 组 Gm,… ,mw) 排 列 成 单一 次 序 ,而 把 
《4.1.34) 的 函数 系 排列 成 为 函数 系 {g,Cw)}),-61.2,.… 令 
a, = |, ф„(®) Bz), pv = 0,1,2," (4.1.36) 


我 们 断言 :{ 内 (ro) 0 是 线性 独立 的 ， 即 


{Ф т, (20) } Im трут 0,1,2, 


ЖЕШ ЗЛА, BIE И kn on, ETS 
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>; b, yu es 0) = 0, (4.1.37) 


— c 
则 必须 knn = 0 H Orson Em o esm). 为 了 要 证 明 , 需 要 
下 面 的 引 理 : 

引 理 4.1.4 (D WE f,(w) 是 在 名 中 全 纯 的 , 且 是 绝对 值 平方 
可 积 的 函数 ( 即 权 为 (0,0) 的 标量 ),t 是 多 中 国定 点 , 则 f/f(w) = 
(аш Kw € € (9) JE R malt, 

| 8" f (ш) ] _ | à" f, Go) 
Qo ye Qum | Cw 0m Qu s 


u К (1,2); 
Gi) # Sw EE © 内 全 纯 的 函数 , 则 


д" faw) = 0 
(дш! "us (Qui , 


(m °° + nx = y = 0,1, +++, 一 1) 


的 充 要 条 件 为 


9" f Go) = 0 
(дш! )"ie (Iwn | 
iu: + ny = n = 0,1.,*** ,m 一 1), 
并 且 条 件 成 立时 ， 


à" f, Qw) а", Go) 
(Oxo 1 Yi (Op "N v (Ql )” +++ (Quo y" n 


证 (D 
fw) _ аў, Сю) 
ди ди” 


=K (w,t) 


+ f,Go k D 


— BeK wD | 


由 此 式 知 


KG,t. 


à f Go) - 230 
бш" 


假设 已 证 
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150 
feo | [Rw] kai 
p L = pa , 
则 
Ow" Ow Ow» 
= |-© ROM 
= |55: - — B,Gv, IPS D 
N = à" f Go) 
— " 
2,15, ,U) Фи «twi wii tpm 
BUB 


| o" 1f (zo) | 


Фиби“ «Ou 
t 


-| a faw) | кар, 


Jw” даил. ди 


q| Zl ке,» D BDKGD 
бт“ t^» a= 1 ə 


N - à" f, (w) - 
— B 0 
211, (2,2) [ +. xU; 1610 wisi s и" | к (2,2) 


-| 97 | G) | ка) 


W ÕW Ou» 


这 就 证 明了 引 理 G) 部 分 . 


Gi) 根据 协 变 微分 的 定义 ,对 全 纯 函 数 f(rw) 有 
ó” f Go) 9” f Cw) 
Gron Ow Jwa Om 


+ Уан Qu) on. (4. 1. 38) 


这 可 以 反 解 出 来 ， 


fw) _ fw) 
gw“ +++ goo Qu^ ++ Oto 
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Oei vp 


由 此 可 见 , 如 果 foCw) 的 低 于 mm 阶 在 上 点 的 偏 微分 为 零 , 必 有 
| PTS Ge) | -| а”) | . (41.40) 


Фи" ee да" дио" «Qus 
w 


S Bh o) „5 СЕ. (4. 1. 39) 


反之 ,如 fo Cu ИКЕ m 阶 的 协 变 微分 在 上 点 皆 为 0, 则 上 式 亦 成 
立 . 又 上 式 即 


6" f (ш) = а" f (xo) 
(Or DC) | (Qu!) (аш) |. 7 
3 E GOD RA HE H. І 
HERTE f бо) — f, Cw) K Got), Ki 


(ш! — ty (up 1)" 


f, Go) = , 
ту! ту) 
则 
_ 3" f Go) 
(Iw! )i (Ow yw eu 
_ i У (л, элу) x От, SD 
12, M n, nu) 一 Cm, mau). 
根据 引 理 4. 1. 4， 
ó" f (w) 
Qui) Qu у" | _, 
__ д" f Gu) 一 
F Ke 
= 0,34 n, — e + n, = n < m, 
并 且 


8" f (ш) 
(Фоо!) "т... (дъ) a 
— a" fo lw) _ 
> олуш | КОР. 
以 f Geo) 38 (4. 1. 380 B6 dc ED 上 积分 之 , B. Fi 
(4.1.32) 有 ， 
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kmn KCE) = 0, 
BUD AR, su 0. 
同 法 可 证 
Жаз», = 0, 当 (naw) C Gm rum). 


JC BI (0, (G0 oss RE ERR SER ERI "十 1 阶 Hermite 方 阵 


qo айу * ау 


as а "* а, 
Hs S 7 (4.1.41) 
ад ау a, 
是 正定 的 , 令 
a° a°: a? 
a а! ec a” 
H= “° 5 0 7 (4. 1. 42) 
а а) eq 
及 
pan = —— Nard, (ш), (4.1.43) 
м а= 0 
а, 


则 如 $ 3. 5 一 样 ,可 证 
[eco ф„(®)# = б, u,v—0,1.,2,**. (4. 1. 44) 


若 H 对 应 的 指标 组 为 On, |... ny) 74 对 应 的 指标 组 为 (x , seny) 9 
并 令 


sp Cw) Фит Cw) 
wy (Ow у”... (OTS rN (4.1.45) 
则 如 证 (3. 5. 31) —#, 8514.1. 3 可 得 出 
[0, 24v и; 
òp, (w) 
OS) — J 1 
| wy |8 X "DEM (4. 1. 46) 
а; 


我 们 已 经 知道 , 当 SELD ШЕН RES 
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Рб) = S a,@,Go), 


Qa, 二 NIC pz, (4.1.47) 


这 在 wE 包 的 任 一 紧 子 集 绝 对 并 一 致 收敛 ( 见 文献 [37] 第 1 38). 
由 引 理 4. 1. 3 与 (4. 1. 34) (4. 1. 43) A 


_ l — —. 
а,= -=> аў [fco "OE 


_ 1 xS а/ш) 
I JEEP |, 


因此 
fw) 
Гаю) = > Cy боо, 
其 中 
Vo) = У абр). (4. 1. 48) 
=! Je 


根据 (4.1. 46), 有 


(wy 


Je = K JE 


定理 4.1,5 Wb O E C" 中 有 界 域 ,i {Е ® rh] E ug LO) 
中 可 选取 一 组 完备 的 正 交 就 范 函 数 系 {g,(w,1)}), 使 得 对 任 一 
SELDA 


о> 


f(w) = > | lw) 


у= 


OX ^ б" f (x) 
= > >; am em 


v=0 m t = + mm 


x У, (w st) . 
REP W.Go, D H (4.1. A8 XE уф, ou, Go D IB r 
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p, Cwt) 
wY j|, 


Ò” Pn iny 0,1) 
i la emp 
0, 24 n n any) D Cm, my), 
Ye. M (лу, ns) = Оту, mu) 
此 外 ,级 数 当 w 在 多 的 任 一 紧 子 集中 了 (w) 绝 对 并 一 PUEN 
这 个 定理 可 以 称 之 为 协 变 级 数 展开 定理 ， 所 的 特点 是 是 : 1) 不 
ФЕТА :69 的 点 展开 ,此 级 数 在 信任 一 点 w si 2) TEX 
TARET, 这 级 数 展开 是 协 变 的 ,因为 我 们 用 的 是 协 变 微分 来 构 
EARR (0,2) } oz, 不论 在 哪 一 个 有 界 域 对 f e S* CDI 
级 数 展开 ,形式 都 一 样 ; 3) 根据 (3. 1. 46) 与 (3. 1.48) ,有 
k Е N В < a; 
(6ro)f wt i 1, M B =a. 


JE BD 
ФУ, (Ww) 0, 24 (m my) C On еол) 
E Eu Pb Gn, ms) = nnns). 
例 取 守 为 单位 球 B*, 取 :二 0 为 原点 , 则 


1 m Мут 
Фл, my 07 0) = У pee (GWN, 


EN 
cus | et Fn a [mi 
则 展开 式 为 
[ 7/0) d. 
fe) = У) > ` Qe 092 )"N 


! 
m=0 m. +o т эту. 


X Cw! Qu "N, 
这 是 通常 的 Taylor 级 数 展开 在 整个 单位 球 收敛, 但 在 4GB* 的 点 
的 Taylor 级 数 展开 
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[ 9" f (z) ] 
(321) eee (IZN YN |, 


mil'emy! 


oo 


Гю) = M > 


X (zl! = tree (а^ — 7)" 
只 在 Вв” Фен Ж1— [eL T PRI USE. 按 定理 的 展 
开 , 则 要 计算 核 函 数 各 阶 协 变 微分 的 值 . 
我 们 已 知 
К (10,2) = 


1 
о(В^)(1 — wz! )*" 
HH VB ) 为 单位 球 BP 的 体积 . 易 见 
| ó" K (wt) | 


(Py Pp 


3"K (rw,t) 
батут аР?” |, 


= UU аут. GN)", 


d 


w= Gu = Y1— E Cru RO 


(4. 1. 49) 
A B" 的 全 纯 自 同 构 ,把 z=t В w—0, ËI y 
"К (z,£) 
rh Ot 
дш qes, ó"K(w,s) dash 3s 
az & 09-050 ат д" | C 


— det 


"K (z ,t) 
(8t! ma... (t^ "N 


= bm my DLP (z t) ]77 T9? (z , t) "чает о. 


B" 是 Reinhart 域 , 故 
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à" К (е ,t) 
momy Cp ym (oth "N 


= а ba on OLI Gr) 1i 


@, ss (01) = a 


x [@"(z, DT det бее м, 
其 中 а -mv 为 常数 sbn n GO) H E t 4X E Pm ony С) JE: 之 的 有 
理 国 数 ,其 具体 形式 可 以 由 (4. 1.49) 式 计算 出 来 . 但 为 篇 幅 所 限 ， 
只 看 入 二 1 的 情形 . 此 时 ， 


(4. 1. 50) 


@, (z) (а — D" 
a.C) (1 — zt)" +? 
= Ла)". - 
m7 M |1 — е”? (4.1.51) 
Tew] m! 1 
бе" j — tou: (4.1.52) 
| 9^ |. Jao (UD 
因此 有 Є) 
NS 1070) 1— y O, 
f) 之 而 ME = epr, 
(4. 1.53) 


这 是 在 圆 盘 任 一 点 = Wee Sx LR BUE |а 0 т Lt cet. 此 
外 ， 


PTG) 


gr = f(z), 
Tso HU; ti Е Хб), т = 1,2, 
(4. 1. 54) 
佑 计 定 理 4. 1. 5 协 变 展开 的 系数 的 值 , 即 要 估计 
8" f (z) 
Óz^i «zn 


的 值 , 这 是 多 个 指标 wm,…，,aw 对 称 的 ( 引 理 4. 1. 2), 应 该 是 估计 值 
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f(x) «| 
Reese T 
的 值 , 其 中 必 是 单位 向 量 .但 为 了 计算 方便 , 取 
u = S EG TIG EWT = 1, (4.1.55) 


其 中 ds’ Æ Bergman 度量 , 它 的 几何 意义 是 在 z€ ® 点 出 发 的 测 地 
线 在 = 点 的 切 向 量 . 


令 


ô” dz^ dz б" 
дз" 一 ds bd ds ° ar^. z^ (4. 1. 56) 


定理 4. 1.6 设 feel b, g 
k i 


дз” 


= Л, 


ó"K (=, u»| 
ôs? 


rh |] Ж Hilbert 空间 €* (589 i 3t , ВП 
Me о) ч, 


证 .由 引 理 4. 1. 3 的 第 一 部 分 知 
à" f (z) =| re SER, 


дз” 
应 用 积分 的 Schwarz 不 等 式 , 便 得 
ó" f (z) |° 


< TUN TEED] i 


Ós7 ôs? 


定理 证 毕 . | 
这 个 证 明 在 定义 好 协 变 微 分 之 后 ,就 变 得 如 此 简单 了 . 
如 果 fulw) 是 号 中 有 界 的 全 纯 函 数 , 即 
|%бш)|&М, M 为 正 数 ， (4.1.57) 
则 对 任 一 国定 点 С, f Co К (оо, z)€ (GO) ,根据 引 理 4. 1.4, 
有 


[e| = =” TLD ke, z). (4.1. 58) 


855, 
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由 于 


Leo [соок Gom lew 


< m| K Qw,z) К (z w)w 
$ 


= M*K(z,z), (4. 1. 59) 
从 定理 4.1. 6 得 出 如 下 定理 ; 
定理 4. 1.7 如 ff,(w) 是 在 全 全 纯 的 函数 ,适合 |fo(w) | <M 
(M 为 正 数 ), 则 有 


ó" f,(z) |° 
55” 


«w| 25% 2 
Ф 


дз” 
令 
бе) = Уро), ejt — 1, — (4.1.60) 
其 中 f, Go) E © 全 纯 的 函数 ,适合 当 z € 9 hf, 
УЯ) | M* (M 为 正 数 )， — (1.61) 
它 的 几何 意义 即 映照 | 
төн» (Р (ш), fr (ш)), 
是 把 全 EAZA M 的 球 B" OMO B] Ж ZEE Н, IH Schwarz 不 等 
起 
AGI (У) (ло) < М. G. 1.62) 
j=l 1=1 


由 于 
д" е) = Уо, "До 


(4. 1.63) 


应 用 定理 4. 1. D 
定理 4. 1. 8 Mf) (g—1,7,m) 在 D 全 纯 , 适合 


DIOM, 
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«| OK (x OK (ею) | 
ó — 


©, 


т FSi) 
2A 


Hp, 是 作 一 向 量 , 笑 合 > о, |2= 1. 特别 取 


ТОУ || iG 
Vj = бу" [> 


n 
rem д5” 


294 
|. 


£ » ме 8" K (z 10) 


n 
= ôs? 


如 上 面 说 过 ,此 定理 可 看 作 是 把 D 映 入 B” Om) Ву 2 E FR pú 
数 的 佑 值 , 也 可 考虑 把 © 映 入 其 他 复 流 形 时 的 情形 . 问题 是 给 与 
EREM, EED 中 的 映照 函数 Л SIE 

хя (Р (а) 566,7 (2)) 
EW DRA M 的 映照 . 
Bergman 定义 代表 映照 


б" ШОЛ 
ós; 


ц = 9* (ш) = T*(z,z) = log (4. 1. 64) 


不 一 定 全 纯 , 但 是 
pw)IK (ш,®) 


= TË (z ,z) Ktw, #) _ K(w,z) ,9K(z,z)| 
Е К (z,z) az? o? 


(4. 1. 65) 
当 z 固定 ,对 w 属于 (人 D), 因 此 


Few) = Sive Kw,z) € LD), (4.1.66) 
其 中 v 是 任意 复数 ,适合 vi = 1, 因此 可 应 用 定理 4.1. 6.8 
据 引 理 4. 1.4, 有 


ó" f Gu) ONG ple) _ 
| Am L У би KG. (4167) 
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现在 要 计算 


2 


ПЛЕДИ S oer KGo 2| ui 
i а=] 
- Sew) "(z.EYDP Ge E) 
a,8=1 
x | | ƏKGo,z)  K(w,z) Ke 
Ф Oz K(z,z) agp). 


[еге K («,ф) KED, 
x . w 


д2“ K(z,z) д2“ 
N _ 
= D vT” (z УГ? z) 
e,B—1 
ME CR 1 ӘК(«,г) | ƏK(z,2) 
дг" К (2,2) дг" az’ 
= KGz)T" (2 ,zD0ç,. (4.1.68) 


应 用 定理 4. 1. 6 及 (4. 1. 67). (4. 1. 680 ,得 出 如 下 定理 : 
定理 4. 1.9 афО) REB, z 点 映 为 原点 的 代表 映照 , 则 


有 
д" е ба у S 6" K (z ,w) 
| ө, Va u < T? SAN — | 
对 任意 的 非 零 向 量 ve 
现在 的 关键 是 要 计算 积分 
д"К (z ,w) .9" Kw.) y 
n бе... де" З= .. уа (4. 1. 69) 
У т= 18, 
BK (е тш) _ | 2 BG kia. 
бе dz j 
故 
|. Кш) 7 PK, Dw 一 0 (4.1.70) 
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ӘК (z jw) , ÔK (w?) y | SK (0,2) 
n дг“ oz? Oz” „К © б ” 
_ 9 óKQw,.z). 
Е [Kem dz* ar l 


= | KETE DK w zy 
D 
= K(z,z)Ta(z,z). (4. 1. 712 


定理 4. 1. 6 化 为 如 下 定理 ; 
定理 4.1.10 W FELD). Bü] 


< ПАРК (е,®)45°, 


其 中 ds: 为 Bergman 度量 . 
定理 4. 1. 7 化 为 如 下 定理 : 
定理 4. 1.11 ШАС) О тл, А. 
If GO | < M, 
则 
[d f, GO |? < Mds’. 
特别 取 M — 1.4 @(Q) 为 在 包 全 纯 的 函数 类 ,其 中 的 函数 了 
适合 700) =0, | fo) E C 1,0 HUGE FERE HH 
sup. 4)! < ds. (4. 1. 72) 


7,6, 
上 式 左 边 就 是 Reifen "在 1968 年 定义 的 Carathéodory 微分 度 
i. 
2&4.1.12. 有 界 域 D 的 Carathéodory 微分 度量 恒 不 大 于 
Bergman 度量 . 
这 是 Hahnr*" 在 1978 年 利用 作者 ”在 1957 年 发 表 的 下 面 的 定 
理 的 特殊 情况 ( 即 定理 4. 1. 11) 来 证 明 的 ;定理 4.1. 8 当 n 一 1 时 ,可 
写作 
> а/е) I? < Md, (4.1.73) 


把 它 写 为 矩阵 的 形式 ， 即 有 以 下 定理 ， 
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定理 4.1.13 设 万 (z)(j=1,…,m) 在 仿 内 全 纯 , 并 适合 


162 


> лор M°, 


则 有 


m ... m ' 
dem. ES A] < MT (z,z). 


9(zl,-.z") 9 z”) 


作者 当时 称 此 定理 为 Schwarz 8] HE. 


H (4.1. 64) 知 
бф“ (w) dw дф“ Qw) 
s, ^" — ds Aw * 
dw uuu s, 2 dogK Gu,z) 
— ds T" (2,2) Әи?аз^ ^ 
BUR 
a в 
ЕЗ3 = d y. (4.1. 74) 
36m — 18}, H (4. 1. 74) RU XE E 4. 1. 9 化 为 
v, g < T? (ez) Upo.. 


定理 4.1. 14 FAH © 的 Bergman 度量 方 阵 适 合 
uL 1 . 
(Tp uT(z,z)u! ии 


其 中 u= Gi uo ) 是 单位 向 量 , 即 ии! =1; 特别 是 
uIG,z)u +*¿[T(z,z)] ut 2 1. 
当 m 二 2 时 ， 


|, SG) ‚ФК с, 
p бг°бе” Zez" 


= Ke, D) [T al, ÐT pz) 
TOT4G,.EXMDAG,.E)-— Raga z) ], 


(4. 1. 75) 
此 公式 的 证 明 繁 而 不 难 , 因 篇 幅 关 系 ,这 里 从 上 略 . 有 兴趣 的 读者 可 
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参阅 文献 "1, 此 时 定理 4. 1. 6 化 为 如 下 定理 ; 
定理 4. 1.15 ГЄ (Ф), WA 
f(x) да" ағ? | dz 
| óztóz ds ` ds Za 


< к,г m 


其 中 
dz)  Rujdz'dz^dz^dz^ 
[es T (T.de de 
是 z 点 的 酉 曲率 (全 纯 截 曲率 ). 
系 4.1.16 C" HATIR D H Bergman 度量 的 西 曲率 恒 小 于 


N 二 2 时 ,这 是 Fuks 在 1937 年 的 结果 . 一 般 的 N 是 华罗庚 在 
1954 年 的 结果 "31， 
定理 4. 1.17 设 户 (z)(j=1,…,m) 是 在 信 全 纯 的 函数 ,并 适 


„М 
Hn 
УРО) рМ, 
j=l 
则 有 
Sre, e| мота muru 
— Rug, (zx ZJU UTU"), 
Жн u 是 任意 的 向 量 . 
对 于 代表 映照 (4. 1. 64) 易 知 
BPO L EG) LS Te Ta Go z), 
故 ug Tao, 
Ui T^G k - Tis Go DT s) 
= T”, DT Go) D Ge,z) — Pls) ]. 
(4. 1. 76) 
由 此 知 


8? а 
Е = 0, (4.1.77) 
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故我 们 无 需 对 它 进行 估 值 了 . 


$4.2 用 Cauchy-Fantappie 公式 推导 
华罗庚 的 Cauchy 公式 


华罗庚 - 光 ”建立 的 四 类 典型 的 Cauchy 公式 ,最 初 是 由 典型 域 
R REWE OC ЕТЕ Т 内 全 纯 , 在 郧 上 连续 的 完备 的 对 @ 
正 交 就 范 函 数 系 {p.(z)),-1.2,…, 然 后 再 把 这 些 函数 系 加 起 来 , 即 


D p.o) gE) ,得 出 Cauchy-Szeg6 核 ,这 需要 惊人 的 技巧. 虽然 后 
来 可 以 从 Poisson 核 得 出 Cauchy-Szegó 核 ,而 Poisson 核 可 以 从 
R B5 E ЖЕЛЕ C 上 的 函数 行列 式 得 出 来 ( 见 4《 典 》 著 8$ 5. 3). 为 
什么 又 要 从 Cauchy-Fantappië 公式 再 来 推导 呢 ? 原因 是 Nor- 
quet"? 9] 9 Cauchy-Fantappie 公式 推导 出 多 种 Cauchy 公式 , 正 
如 作者 在 文献 L[39] 中 开头 所 说 的 多 复 变数 中 的 Cauchy 公式 有 许 
多 种 ,能 否 由 一 个 公式 统一 起 来 呢 ? 所 以 就 典型 域 作 一 尝试 . 现在 
看 来 ,问题 比较 清楚 了 ,大 抵 C" 中 有 界 域 的 Cauchy 公式 可 以 这 
样 做 ,因为 正如 上 面 一 章 所 见 ,归根 到 底 这 是 与 C” 的 Green 函数 
有 关 ,而 其 他 КаМег 流 形 上 的 Cauchy 公式 就 未 必 能 够 如 此 了 ， 
为 Green 函数 不 同 . 此 外 ,在 作者 上 述 文章 中 所 引进 的 全 纯 Leray 
映照 及 计算 方法 对 了 解 Cauchy-Fantappie 公式 大 有 用 处 , 故 这 里 
还 是 先 从 Leray 的 Cauchy-Fantappie 公式 推导 出 典型 域 的 
Cauchy 公式 开始 . 

Ë P 是 C" 中 一 有 界 域 ,其 边界 是 逐 段 光滑 的 ,1 一 0， ) 
ECEE CXC 中 的 2N 一 1 维 循环 , 它 是 由 C 中 的 一 个 ;一 1 维 
循环 5 与 dD 中 一 个 2N 一 r 维 循环 组 成 , 即 

c = ë, X Č. (4.2.1) 

设 yw(z) 是 在 5 的 邻 域 中 可 微分 函数 , 令 


N 
£, = х", 一 Su, 
und 
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£, = > A.C), а = 1, N. 4. 2. 2) 


J=1 


N 
Q: + > =€, = 0, 

a=1 
Xi CXP 中 的 一 个 2X 一 1 维 超 曲 面 , 即 (4. 2. 2) 定 义 了 一 个 映 
ЕШ рг хё;-—>©О,ЕХ 5 ФА.) = e lED, ES h,k En E P~ 
的 齐 次 坐标 . 

Ww Ж D 中 的 一 个 国定 点 ,现在 设 yj 一 ylw,zx). 若 能 选取 

yw 使 得 


£ + ш, Z 0, (4. 2.3) 
其 中 
& =— z&,, Ё, = > Au Qv 2), (4.2.4) 
=1 
则 由 此 定义 了 一 个 映照 „гс, Хг Q— P, Q, 
其 中 
Pos Ê t wf, = 0 (4.2.5) 
Æ C" x P" 中 2N 一 1 维 复 超 平面 . 
由 于 
c = @, (ë, X &) (4.2.6) 


是 在 ӨР. ПӘ 中 ,Leray 的 Cauchy-Fantappie 公式 为 


_ (N — 1)1[ geol) Л e) 
(2i) | Г& + Е,“ (4.2.7) 


_ (N — DI , Ф(2)а (Š) A wlz) 
s Олі)“ | жг Pe [和 F w^£] ° (4.2.8) 


其 中 gutt D 全 纯 且 在 马 连 续 的 函数 ， 
o (Ë= ХС DI" Ede A s 


gw) 


1 2 


^ d£, , A а, A Ut A аём, 
wz)= dz! A ++ A д“. (4.2.9) 
我 们 不 妨 假定 
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£, + w'£, = 1. (4. 2. 10) 
由 (4. 2. 4) #1 


d£, = > Judà, + > 209 dz dz + > odat, 
故 当 za 是 在 ZŠ 上 时 ， 
фо Le (£) Л eG] 


N 
1 
—= (iz! 1)8 1, ду :8— petes 
а ~ 945, 二 
. “e El 
217579 dà, + > Е T Awe) 


= 000,20) + Az) H + Q, Asz), (4.2.11) 
其 中 OQ ,22J& аА, ,dh 的 s 次 式 (s 二 0,1,… ,7 一 1), HT ak 
r 一 1] 维 循环 ,2 是 2N 一 ~ 维 循环 ， | 
фо Го (Ё) А wlz) Jle x = 0,0,2), (4. 2. 12) 
因为 dz" de? 的 次 数 大 于 2N —r 时 必须 为 零 , 易 见 


1 ч BI NB 1.81, 
QO D= TIN D^ 9T 


дф, isis ... 


+1 gz" 


x | > Pra Yo А 


"JN w 


> , Кн 


JTN-1 дж ”м—з-1 


X dÀ, A = A dà, A dz A = A dz A @(т) 
1 VS : 
= тоу 124 D^ УА» 


к 
X У) det М t dA, Л A d2, 


+ 1 
DESEE 


А де“ A ee A dz A ez), (4. 2.13) 
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其 中 
det Мру 


— Sefl btl N ew. 
"Ууз 0 人 ; Pri Pri, 


- LAUR - LAN 
x [> А, T es > А, awa). (4, 2.14) 
Js+1=1 JN—1-1 


这 是 一 个 入 一 1 阶 行列 式 , 是 在 下 面 的 NX (r + N $B Ë 


r дф . u 
М = на (224 =з | 
j=} 1&ac N 1B N 


(4. 2. 15) 
FB ERI N X PER 
У = (фы) (4. 2. 16) 
取出 第 jh…j: 列 ,在 后 NXN TOT Ë 
B= (2. Es] (4. 2. 17) 


ВН suos La А NX (CN 一 1) 和 矩阵 ,然后 去 掉 第 B 
行 ,得 CN 一 1)X QN — DJTRE Mo sw ТИ. 
特别 是 当 s==r 一 1 时 ， 
det Mj. = png tU e det Ns. 


URL. r 一 1 yr 


(4. 2. 18) 
其 中 №, fd 


М = (Ұ,В) 
中 去 掉 第 8 行 后 ,由 Y 的 第 1,… ,7 一 1,j 十 1，… ,rr 列 ,B 的 第 yis 
vs JIRI RH CN — D X(N 一 1) 方 阵 . 此 时 


lv lS 
{2,_1(4,z)= i 1) (25) 


x $C 1) det №, dà At Л dij, ЛАА. 
j=l 


1 N-r 


А .… A дА, A dz AA des~ A wlz) 
: (4.2.19) 
MES N—mxXn,mia.C" 中 的 点 可 以 用 一 个 mxXn EE E£ Z 


168 各 种 积分 表示 的 估 值 L 第 4 章 
= (ы) нас, JR. 取 域 9 = Л, onn). Hs 
I—ZZ > 0 

的 点 集 . GOD AR Ж.б, AR МЕЕ, В ZZ = 了 的 
HRZ). 

注意 ,以 上 的 希腊 字母 指标 e B YE HH 12 N 的 ,以 下 改 
为 由 1 到 ;拉丁 字母 指标 思 &, 是 由 1 到 ,以 下 改 为 由 1 到 m 
为 方便 起 见 , 用 和 号 的 省 略 . 

4 m X m Hermite 方 阵 

А = (А) Д = A, (4. 2. 20) 


r = m° (4. 2. 21) 


个 独立 的 实 参数 , 故 4 可 代表 R 中 的 一 个 点 . 
ЖК 的 


4 维 链 
A> o, tr (A) < 1, (4. 2. 22) 
Wc —3 ER 的 > 一 1 维 循环 
A> 0, tr CA) = 1. (4. 2. 23) 


4 W = (ш) d& 9t; 的 一 个 固定 点 ,6 和 (а= 1, nij 1, 
…,m) 表 示 复 投影 空间 РУ 的 齐 次 坐标 , 把 6 排列 成 一 个 nxXm E 
阵 
Ө = (Dieses ae (4. 2. 24) 
HKO 
Ө ——Z' (1 — №2! )1A, 
Ё = w[ZZ (I — WZ' A]. (4. 2. 25) 


O 在 文献 [39] 中 ,采取 
@ = Zt [(Z — WZ! J'A, 
因为 那里 是 讨论 ZEG 的 情形 ,此 时 227 =, 02—00) =W , fE W AE, 
(Z—W)Z 对 Z 在 的 一 个 邻 域 中 非 异 ,是 不 成 问题 的 . 但 此 处 所 采取 的 使 得 计算 较 
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引 理 4. 2.1 BWER, ZER, W I—wZ' 非 异 ,并 且 Wz 
的 任 一 特征 根 c 的 绝对 值 小 于 1. 
证 uslu ,uw) 是 单位 向 量 , 使 得 
uWZ' = cu, 
则 有 
¿WZ' (WZ! )' u = |с]. 
由 于 I—WZ ZW = I — WW! + W(I — Z' DW, 
(4. 2. 26) 
3: WER, B I—WW' 0:4 ZER, Bl I—ZZ' 20, НЕ 
坐标 便 可 以 证 明 这 与 Т—7' Z 之 0 是 等 价 的 ,因此 由 (4. 2. 260 591 
I — WZ' QWZy > 0, 
JL BI WZ' Єй, Н 
0«u[I WZ) WZ Y Ји! —1-— ||. 
3| uE HS. I 
H (4. 2. 25) 
& + z,£,— tr[ZZ Q — WZ! ^A] + tr[Z@) 
= 0, (4. 2. 27) 


及 
& 十 w,£,— tr[ (77! — WZ! )0 — WZ > 1A] 
=tr([Q — М) — 1 — ZZ! )jH — WZ' »Aj 
= trCA) — ПГО — ZZ 2d —WZ' А]. 


(4.2. 28) 
由 此 可 见 , 当 zEGE, 时 ， 
& 十 zone = tr(A) > 0. (4. 2. 29) 
故 有 ,的 邻 域 使 x 在 此 邻 域 中 时 ,有 
& 十 оё, Z 0. (4. 2. 30) 


定理 4. 2.2 WER, , A OB A C, HRR B., S 
Ө —(£)——Z ü-—WZ! "A, 
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6 一 trLZZT (I — WZ! A] 


& 十 z. Ë, 0, 

Eo + Wak 0. 
因此 由 二 (6,,&) 定 义 的 映照 р, (Л,7) = CZ, [£D 831 W € 8, 
全 纯 的 Leray Bh HH 


Pu: (Z € Be A> 0) — Q— Р, П Q. 
特别 是 ,我 们 取 AE, ZEC ,时 ,这 里 
a:(A> O,trCA) = 1), (4. 2. 31) 
此 时 (4.2.10) 条 件 成 立 , 根 据 (4. 2.10) 


w (£) A wlz) 
|. SOR га 


= | SADECE) A eZ) 


12 


-Í fOD0, 4,25. (4. 2. 32) 


“хх; 


要 计算 末尾 的 积分 , 先 要 把 Z= (zj) 的 元 素 排 成 单一 的 次 序 : 
GODITA у= (j 一 1)n 十 a， 


j= lsm, а = 1, n, 
于 是 
E (р, Zins Z219" a Cm X) 
= (zl,' ,2 ). (4. 2. 33) 
同样 
E= (Eg, Ems tts EVE EVO 
= (e Ên), (4.2.34) 
K А = (Gn Ai А», Asst Aus. (4.2. 35) 


于 是 (4. 2. 25) 可 写 为 
£ = PX, P ——Z (1 WZ) -x I", (4.2.36) 
其 中 У EÈ ma Xm? 逢 阵 , 其 第 (a,j) 行 第 (p,qg) 列 的 元 素 为 
Dadas (uu) 一 一 2Q1 ü — WZ! ус. (4.2.37) 
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H (4. 2. 25) 
d@=— Z! d — WZ! ) ал — 47! d — WZ! )!A 
—Z d — WZ! ) !WdZ! (1 — WZ! ) А 
= Z! d — WZ' )'dA 

— (1— Z W) 144 (I — WZ > A. (4. 2. 38) 

把 上 式 排 成 向 量 , 得 
dë = — [Zt d — WZ! ) «x I? Jd2 
—[Q—Z W) ex A (1 ZW) ағ" 


= Фах + Вах, (4. 2. 39) 
其 中 
р = Z (I— WZ) х 1°? (4. 2.40) 
是 nm X m° E Е; 
B—-—U—ZW)»':xAG—ZW»" 
是 mnXmn Jj f. 
M= (V,B) 


=— (Z-WZz»'xI, 
Q—ZW)"*x AG-—ZW)). (4.2.41) 
作 变 换 
Z—UZV, W—UWV, A= UAU’, (4.2.492) 
EPU Бу ЗЕ m 阶 与 4 阶 西方 阵 , 则 据 8 的 定义 ， 
8-V'8u', 
并 且 外 微分 式 ex (É) Aole) 
不 变 ,我 们 可 以 把 ZEE 变 为 U0,0) 点 . 
当 假 定 Z=, Ot, a. 2.41) 为 


(1 m Wy! (І = W)! (一 W.) W, 
M- Oxo I° XAU- W)” ХАС) 
T Je» ; 
0 Ó SX AIW)! 


(4. 2.43) 
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其 中 W= (Wi,，W,). 
根据 (CN 一 1) X(N 一 1) 方 阵 Np … 的 定义 (4. 2.18) 知 ， 
det Naw ,不 为 零 , 只 可 能 取 Br vss rl. mn, 
此 时 
det Np = рә [det (1 — Woo с”, 
(4. 2. 44) 
其 中 和 sj 为 
WV =— (— W.) !.x I 
AR BOR T8 j 列 后 的 行列 式 , 亦 即 V = (g. ) 中 对 应 于 元 素 
Vg 的 余 因 式 , 故 有 
>< D ga V, = Nc D? аз, 
^ - 
= éjdet (1 — W.) ”, (4.2.45) 
VJ (4. 2. 44) fA C4. 2. 190 EE A. 2. 450 ехе, E 4 Z= (I, 
0) 时 ,有 
D, (A,Z)= (det Ay" SC DA Ada A A dà, , 
A dài A Ла, s d PT О, 
(4. 2. 46) 
引 理 4. 2.3 Жа, EBI {ЫҢ EZEC, 
AEn AWER n 


7 
ded — WZ' y?’ 


m(m—) 


02,.\(А,7) = (— 2) (det A). A 
其 中 


A= аА A = A dàna A dal? A dat? 

A АЧАР, Л А2, „, 
G= {AE С |Д 0,tr(A) = 1). Л = (А), 
A= AP MAPS АР БАР XSESIG < b); 
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(— 2)" -> 
Z= СО уруш өнө П Л z; dzs 人 П dzz}. 
12 ут 1< з= т 
m pn IE 
之] 
E 6, 的 体 H JD VA (Др) сасны 1<8< УЕ, Z= 
Zn 


Z= (Zaza) (alat. Шр, 


| (det A)" "A 
A>0.tr(A)—1 


(n — m)! (n — m + Deea DI! 
i (тп 一 1)! 


证 由 于 4Ez 时 ,有 
ПА a A А, = 4А, A dA; 
= — аА A dA. 
其 中 „=АР+НАР, API АР УЗА GO. X H T 
d а 0， 


д" 2 


С ТАА A s ЛА кт А АА 


k=] 
A += A dN 
= (1 Ау» t Ам» dh А + A dA 


+ > (一 1)* 1А C dA; — дА) A аА, 
k=2 


A A dA Qua А ад.т A * А ЯА, 
故 У 12 'AdA A … 人 ДА, A ДА, A A dà 
j=l 


"er 1) 


= є(— 21) dÀ, Л + Л dÀ,, A dA Лад 
A = A аА, аА? 


—1,т* 


Tell TER А ЕГ. 使 < e=1, шейни 


А= аА Л + A d, A dA A dat 
А ++ Ладо. A dA 
便 可 以 了 . 
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根据 ( 典 》 著 中 (5. 2. 17) 式 ,@, 的 体积 元 素 为 


: (—)” ^ 
Z= (— gv went || dz, M z} 


A П dz,*zi A dz; ° z, 


І pm 
m+ exin 
C 1)" 1 
= E. х.х 
__ умит (т 12/27 П a J 
(— 2) T2 
md 1< as 
A J! dz; e z}, 
1 ут 
1 ал 


其 中 6 为 十 1 或 一 1. 我 们 取 @ .的 定向 使 — 1. 


2Z 是 经 变换 Z 一 >UZV TE, APU 5 V Лт 阶 与 4 阶 
ETE IE Z=”, O}, 

《一 1)” 
(— 9)" nop d 
这 就 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 ,至 于 引 理 的 第 二 部 分 , 即 积分 的 计 
算 ,是 不 难 的 ,用 文献 [24] 中 的 技巧 即 可 算出 ,这 里 从 略 , 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 文献 [39] 中 的 引 理 3. 

我 们 已 经 知道 1 的 体积 为 ( 见 《 典 ) 著 中 的 定理 6. 2. 36i) : 


V(G,» = |, Z= 


I 


Z= Л A Е A e). 


(п —m)!(n — m + 1)!++ (я — D 
(4. 2. 47) 
我 们 得 出 以 下 定理 : 
定理 4. 2.4 设 f (0E 90, qnn) Rl ER E LP 


(mn — 1)! o (Š) A ez) 
fe) “усун | fe D TR F wpa" 
21 | f(2)2 
V(S,) €.» det 一 WZ y' 
其 中 
v, (тлу) отп" gaa) 


(n — т)1 (п — m1) (n — 1)! 
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是 GiCm,n) 的 ( 欧 氏 ) 体 积 ， 


对 于 典型 域 
Ria) = (Z € |I — ZZ! > 0,Z = 2) 
及 Roln) = (Z € С" — ZZ > 0,Z =— Z) 


缘 可 用 同 法 由 Cauchy-Fantappie 公式 推出 华罗庚 的 Cauchy 公 
=. 

至 于 典型 域 

Ry (N)= {z = (zt, z”) 

€ CN|1 + |zz |? — 2z7 >0,1— izz | > 0) 

在 特征 流 形 Gn 上 的 全 纯 Leray 上 映照 可 以 如 下 构造 ， 

以 只 ,表示 Ar 的 边界 , С.Е, Є, Sr AR 
的 正 交 NX N 方 阵 , 使 

z 一 (ZZD OT, 


于 是 
1+ |zz |? — 222! = (1 — |z, + іх, |2) (1 — |z, — izl’), 
1— |zz |? = 1 — |а + iz, |? |5, — 2, |°, (4. 2. 48) 


EE R д RT EAD 2 Е: 
(D z€ , 仅 当 
|z, + iz;| <1, |а — iz,| < 1; 
Gi) EC, M 
Iz; + iz] = 1, [zi — izl = l; 
Gi) 2€ B, —G,, Do 
|z, + iz,| 5 |z, — iz |, 
有 一 个 等 于 1, 另 一 个 去 1. 
我 们 只 考虑 NI20N —1,9t, EMAR. 
引 理 4. 2.5 >zEGu 仅 当 
z= ez, х 为 实 的 ,zx = 1, 1 < #@< x. 
证 明 可 参阅 4 典 ) 著 中 222 一 225 页 . 
引 理 4. 2.6 ШЄЎЯ,, «ЄЎ, 
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1 + ww uu — 2wu' 5 0. 

证 ”存在 实 正 交 方 阵 卫 ,使 
W= (W, W 0 to 0 OT, 
U= (u, usu. 0, ,0) T. 

根据 《 典 》 著 中 引 理 2. 1, 2 及 公式 (2. 1. 78) 有 
1 + ww uu — Фари! -— 
=] + Cwi + to + wi bow (нї cuida 
— 2Go 十 … + w) 


= det(I 一 WU! )， (4. 2. 49) 
其 中 
w= B Fiw, iw, ul 
гиз ow. w — iw, 
U u, 十 iu, du, — и, 
iua 十 и, ш 一 ги; 
分 别 适合 


I— WW! >0, I —UU' >o. 
根据 引 理 4. 2. 1 知 7 一 WU 是 非 异 的 , 故 (4. 2. 49) 式 不 为 零 . 本 引 
理 得 证 . | 
在 引 理 中 ,特别 取 
u =z = e, 0=< e< z, 工 为 实 ， rr = 1, (4.2. 50) 


nu 
1 — wwe ** — 2wze * 
= e ?ww — ewr + е?) 
= zz (w — z)(w — z), (4. 2. 51) 
当 w €9U, ,这 是 不 为 零 的 . 
引 理 4.2.7 o= (wi,…,ww) 适 合 ww At, FEIR 
N X N Jr E A(w), 它 的 元 素 是 w 的 全 纯 函 数 ,使 得 
wA = (Vww ,0,..,0), 
并 且 
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AA = AA = I. 
证 NN 二 1, 引 理 显然 成 立 . 假定 N 一 1(>0)? 时 引 理 成 立 , 现 证 


84.2] 


N 个 复 变数 w 的 情形 . 
首先 注意 
wie 
中 最 少 有 一 个 不 为 零 ,和 否则 
N 
o= Quite b H wha db е + шй) 
a=1 


Ua F wa + ee H wh G= l,e, №) 


= (N — р) lwi +e + wi), 


这 与 假设 矛盾 . 不 妨 假定 

w? + Ut + wh 5 0, 
否则 ,把 变数 wows 的 次 序 重新 排列 ,使 得 上 面 不 等 式 成 立 . 
根据 归纳 法 假设 ,存在 六 一 1 阶 非 异 方 阵 4 Crws，… ,wn)，, 其 元 素 


是 Ws ttt WN 的 全 纯 函数 ,使 得 A.A, =AA,.=1. 
1 0 


0 A, 


= (wv w? + ... + айбы). 


| w, = Ма + 0 
O Saw | V xol ++ + wh w 0 
Po? 


0 0 
A,A, = A,A, = I. 


(т, Wos ttt Wy) 


EA 
1 O0 
Gus se а. = CA ww ,0，…:0)， 
1 


0 
wasi NE l 
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(w — z)A = (v — х) (w — z7 0,0], (4. 2. 
RunAJdEwec9,i estie. 5 


£ vA 
[Go — z)(w — z) ]^' 
— zAv _ 
ka [Go — z)(w — z) |? (4. 2.53) 


其 中 .—er, xxr —1, 
u= (liyytiysa. 
Утум SERI. уз + б" + yk- xd. (4.2.54) 
由 此 定义 的 点 集 令 之 为 5. 由 (4.2.53) 可 知 
Es + r= E H aE 
= £, + zAv /[Gw — z) Go — z) ]* = 0, 


a (w — х) Ао 
E Ted кес Dw — zy] 


( М (w — х) (шю 一 2 ,0,,0]v 
[Go — х) (о — z) |? 


= 1. (4. 2. 55) 


Вр ЕН (4. 2. 53) 所 诱导 的 映照 o, iz, x G,—Q —Q ñ? P., 是 全 纯 
Leray th H8. 
由 于 


e(z)— dz! A … A де“ 


= ig" S (— 1) z°dg A dz! A ~ 


e=1 
A d< 1 A drt! AA dx” 
N ， 
= izz 06 Darde Л dz! Л + 
а= 1] 
A ах A da**! A Л da”, 


_ do A' 


(4.2.56) 
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E A= (а,в) , 则 
о (£) Л ez) 
LE + wê J” 
wi (8) Л шж) 
(— D" 
ON — DI 


一 depo "ау MC в," 


| 


до EdE А A dë, A eG) 
ey PN a 
du, A-** A dvi, , A ez) 
[Go — х) (w — z) |“? 
u detA + (— D“ TE dv 
T N= Di G = z) Go — z) ]? BB By Ug UA, 
A + А dug, А ez) 


detA • (— 1 _ 
[Go = s = 一 5 yp dy, Ac A дух A Wl), 


(4. 2. 57) 
AA v, —1, viy- 772,7 ,NM 因此 
о, (6) A vo(z) (~ D" (zz )""?detA 
Lés + w'£, |"? ^ [Go — х) (шю х) | 


x 
X dy, AA Чум A de A S, C— D 12dz 


a=] 


А Л ах! A ах A + A ах“. (4. 2. 58) 
我 们 取 
s= [je = (HH hom o)r с, 


| < 1T AXEZ E, xx = yy = 1, zy = 0). 


(4.2.59) 
根据 《 典 ) 著 中 (5. 1. 29) 式 知 ， 


c, = By m G, ° 
并 由 《 典 》 著 中 225 页 知 
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&, = бк. (4. 2. 60) 
A 
< 
С 一 ©, x С,» 
则 
d = E x & + (— D^ X Cy. (4.2.61) 
这 是 2N 一 1 维 循环 . S T E Leray 映照 gw 之 下 的 像 为 
с 一 Ф.С), (4. 2. 62) 
则 有 
e (£) A ex) 
| E шт 
_ — i"detA 20A i 
= NM [Go — alw — z) Gp 0 Л z, 
(4.2.63) 
其 中 detA==1. НЕС, ЖЕЕ 0 
N 
к= edp A D (= D ada! A += 
a=1 
A ах", A drt! AA dz", (4. 2. 64) 


He +1. RINER E IRIS —edetA— 1. 根据 (4., 2.58) 式 ,有 
«e (£) Л ez) oc xe, = 0, 
因为 m C E do, BJ N 一 1 次 式 , 而 oc (d N — 228 SE. 
H (4. 2. 63), (4. 2. 58) 及 (4. 2. 57) 8 


w (Š) Л wC) 
je ТЕ рер 


_ el 让 Jf G) 
xbox aer Je, [1 + ww zz — 2ш! |“? 
ow Lan j nor 
n (Ë = 1 + 1) вєб [1 + ww zz —2wz J~? 
(4. 2. 65) 


利用 D eS A AX 
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— 1 2r—1 1 
T'(2z) = 722 DGOPG + 7 ). 


(N 一 2! ле) ui) A wíz) 


1007 "qas 14 O Та шүр 


NEED | J (z) 
VB) es, (1 + ww zz 一 2roz )“?' 
其 中 c 是 Q 一 P.mnea 中 22 一 1 维 循环 ， 


/2+1 


N 
dk 
是 &v 的 体积 ( 见 ( 典 ? 著 中 定理 6. 2. 6). 
这 是 从 Cauchy-Fantappie 公式 导出 98, (NO Е 9 BiCauchy 
公式 ( 见 文献 L24 了 ])， 


$4.3 Cauchy-Szegoó 积分 的 估 值 


设 办 是 C” 中 的 有 界 域 具有 特征 流 形 & ,并且 有 E@ 上 的 
Cauchy-Szegó Ж S (0,2) = SG ,w) ,使 得 任 一 SEAR), ZEE 
R = tE ЯЛ 连续 的 函数 类 ,有 

J Ge) = | SDS Gv aa. (4.3.1) 


ЖУ S? СЯ У Bergman 积分 ,只 是 积分 区 域 不 是 在 Я, 
而 是 在 特征 流 形 &, 定理 3.5. ?构造 了 AQO RS — T (EG 上 正 交 就 
Ўр p) ho, o В 


5 (0,2) = Урко) Фф) (4.3.2) 
在 (w,z)E 问 x 器 的 任 一 紧 子 集中 绝对 并 一 致 收敛 . 此 外 ,如 上 是 
R 的 一 个 固定 点 , 则 


0", -py CR) 
r )"i (Qz N )"N .- 


[第 4 章 


182 各 种 积分 表示 的 估 值 
т (Pr bs); 4.3.3 
EX 4 0m, уту) = Ohio bio 
由 此 可 知 
5 (2,2) = |19,.,02|* > 0 (4. 3. 4) 
IER, 


我 们 引进 Cauchy-Szegó BE E: 
— 2 = 


(4. 3. 5) 


定理 4. 3. 1 Cauchy-Szego 度量 是 正定 的 . 


证 由 于 
haalt,t) 

1 29 SG.) 9S(z,z) ‚ 25 (2,2) 

Е sa se дг°д®* дг“ ах |. 


1 T _ [28 r 
та), У В 


根据 (4. 3. 3), 有 
haG 1) 
1 [9@,-. (Gz2] [IPn G) 
È sal дг“ WZ 3.6) 
R HG,D-— dat D савм 
^ SG, sa 5/040 , (4. 3. 7) 


其 中 国 数 方 阵 
JG) = | . 


9, , z) 


根据 (4. 3. 3), 这 是 一 三 角 方 阵 ,对 角 线 上 的 元 素 均 正 , 故 HG,7) 
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是 正定 Hermite 方 阵 .定理 证 毕 . l 
不 知道 Cauchy-Szeg5 度量 与 Bergman 度量 有 什么 关系 ,其 
至 居 是 可 递 域 时 也 不 知道 ,只 有 当 R 是 一 不 可 约 典型 域 时 , 才 知 
道 有 


S (z ,z) = K(xz,z)^, (4. 3. 8) 
其 中 o =c MERS R 有 关 的 正 数 ,因而 有 
de? = cds! (4. 3.9) 


САС) S 3.25 $ 5.3). 
似乎 由 定理 4. 3. 1 知 ,我 们 可 以 引进 2 上 的 线 丛 的 联络 ; 


A, Gg) = 1083008), (4. 3.10) 
由 此 知 
_ дА„(®,®) 
ha, E) — w (4. 3.11) 


因此 按 我 们 “诱导 ”的 意义 下 ,由 线 从 的 联络 AL CoD VES E [uj 
量 从 的 联络 


‚„‚ „у PALZ) _ 
B's(z,z) = ant KG), (4. 3.122 
其 中 
H(z,z) == [h° (ж,®) ]ica gen. (4. 3. 13) 
于 是 我 们 可 引进 协 变 微 分 , 仍 用 
8 д 
Bs Sage 


表示 之 ,不 过 要 记 住 ,这 是 对 联络 A,(z,z) 而 言 的 ,它们 对 权 (p,gq) 
в” ”型 张 量 的 作用 分 别 由 C4.1. 26) 与 (4.1. 27) 定 义 , 只 要 把 


那里 的 Blz,z) 改 为 A.G,z) ,把 DI Вә]. 由 于 
д5 (xz ,z) 

Oz" 
3S (z,z) 


az“ 


— A.(z,z)S(z,z) = 0, 


— A;(z,z)S(z,z) = 0. (4. 3.14) 
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似乎 可 以 认为 Stz,z) 对 现在 的 协 变 微分 是 权 ( 一 1, 一 1) 的 ,实际 
Е, BET SQ) 58 GU). B SG.) I Je BU Е JT 
(р.р). 问题 是 甚至 NR np uS BO SUE S SUB 5 (zx,z) 是 否 是 权 (p， 
p) BS br Е, A, 也 无 法 证 明 它 是 线 丛 的 联络 .因此 对 5(z,z) 的 协 
变 微分 就 无 法 定义 ,从 而 就 不 能 用 对 SCw,z) 的 协 变 微分 来 构造 
АО) Є 上 的 正 交 就 范 函数 系 ,使 得 有 类 似 于 定理 4. 1. 5 的 协 
变 展开 ,所 以 只 好 用 § 3. 5 的 对 S (rw,z) 的 普通 微分 来 构造 在 6 上 
1E SERE TIS ERAS Go, GO. 如 :是 尖 的 一 个 固定 点 ,根据 (3.5, 31)， 
此 正 交 系 {g,(z)) 有 如 下 性 质 ， 


9" Q, рб) 
Gee ew | 
= M n, ,mn) C Chis Рм); 
正 数 ， M mi, my) = (pie Du. 


(4. 3. 15) 
如 证 明定 理 4. 1. 5 一 样 可 证 以 下 定理 ， 
定理 4. 3. 2 iZ EC 中 具有 特征 流 形 & 的 有 界 域 ,并 存在 
б 上 的 Cauchy-Szegó 核 SCw,z), 则 可 从 4( 页 ) 中 选取 一 个 在 @ 
ЕЛЕУ (Gn Gr h01., ЕСА. 3. 15) ,使 得 这 在 
Go 2) € R x 9 任 一 紧 子 集中 绝对 并 一 致 收敛 ,并 且 对 于 任 一 
JE4(G) 有 展 式 
ло) = > $) uu. wg. 


m=0 т) В трут (ar! ө (а )"w 


其 中 
V, ы, (z,t) 


Gn my by Ih by (2) 


AE Er 042 3 8 ШИ PR ЭСЕ ACTU EE EEA R се), 
但 不 是 协 变 的 , 它 的 系数 可 以 由 Cauchy 公式 (4. 3. 1) 得 知 为 


a" f (1) | а"5(1,и) _. 
(Gro Cam 一 SO (Gn yn Cr y (4. 3.16) 
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H Schwarz 不 等 式 知 
3" f (t) 

(дг! у c.. CYESS 


. ; 9" 5 ,u) l^. 
< ШОО o). (an ym (ym | 


定理 4. 3.3. iZ f€ AG, WA 
| 2" f (t) ° 


(дг! у” ere (QN mv 


a"Sa.u) |, 
(ap ym qa yw | ^ 


— 1 


т +e + mx = m = 0,1,2,0. 

这 是 Cauchy 不 等 式 的 推广 , 因为 展 式 不 是 协 变 的 ,很 难 进 一 
步 再 讨论 了 .但 当 罚 是 一 个 不 可 约 典 型 域 , 根 据 (4. 3. 80S G2) 
是 权 ( 一 co, 一 co) 的 标量 .根据 (4. 3. 90 ,我 们 不 妨 取 Bergman 度量 
ds KE Cauchy-Szegó 度量 ,因为 两 者 只 差 一 个 常数 因子 co. 于 是 


协 变 微分 区 与 总 5 的 定义 可 以 如 $ 4. 1 一 样 ,由 B.C D R RSS 


( 按 我 们 的 意义 ) 诱 出 的 E oe ЖОР Эже к, 


H 


óS(z,z) _ Ə9S(z ,z) ƏlogK (z ,z) 
z^ óz^ fo д2“ 

д5 (2,2) _ 
ó —— 


ó"S (z,t 
Bb. cu UIS m + cn + ms m = 0.12. 


SCz.z) = 0, 


(4.3.17) 
也 有 定义 . del Hg e 点 固定 ,把 上 面 的 函数 系 在 E 上 正 交 就 范 化 ， 
如 $ 4. 1 一 样 , 则 得 到 一 组 函数 系 {p on GO) En А 


EKA (u) Proy Jù = д," , (4. 3. 18) 
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Ò” Pm my CO 
(Qz!) (Oz o | _ 


0, ` ( SUP С С ..... ); 
-1 A Inr (4.3.19) 
IEX, Cp, Lb) 一 Оту, 74g ). 


此 外 ,如 定理 3. 5. 2 一 样 可 证 


ox 


500,2) = $e) pz) 


TE Go z) ERXR 的 任 一 紧 子 集 绝对 并 一 致 收敛 ,而 且 fe А GD 
ER 有 协 变 的 大 范围 展开 , 即 以 下 定理 ， 

定理 4.3.4 设 沉 是 一 个 不 可 约 的 典型 域 ,t 是 及 中 的 一 恩 
定点 .在 4A( 顺 ) 中 的 选取 一 组 在 上 正 交 就 范 函 数 系 


{ф-н C273) mpm m me 9 loben 


适合 条 件 (4. 3. 19) ,使 得 任 一 f € ACDRBEIEJT 


со 


fey=2, 2i DV, n GD, 


m= Om). тут (д "з... (Gr у" 


其 中 


LACER 


Gm my, m РӘ P py y (z st). 
(Р ЕЛСИ отм) 


此 级 数 在 ER 的 任 一 紧 子 集 绝对 并 一 致 收敛 ， 
这 个 定理 与 定理 4. 1. 5 不 同 之 处 ,只 是 {g,(z)) 在 特征 流 形 © 
上 正 交 就 范 , 即 (4. 5.18) 式 ,而 定理 4.1. 5 的 {9,(z)}) 是 在 域 全 上 
相应 于 定理 4. 1. 6 有 以 下 定理 ; 
定理 4. 3.5 iZ f€ AG. 是 不 可 约 典 型 域 员 的 特征 流 形 ， 


2 


则 
ó"f(z) , 


E l... 
руун 


84.4] Hanack 不 等 式 187 


ó"S(z,u) 。 
дадан 


и и" ГА 


<уФ( щил!) |, 


其 中 wi,… ,us 是 任意 的 m 个 向 量 . 

这 定理 与 定理 4.1. 6 不 同 之 处 是 SC(w,z) 二 KC(w,z)% 代 圭 
尺 (z, 而 ) ,而 在 上 积分 代替 在 仿 上 积分 .定理 4. 1. 8 与 定理 4.1. 9 
作 相 应 的 改变 也 有 相应 的 定理 ,这 里 从 略 ， 


S4.4 Hanack 不 等 式 


在 $3.6 中 已 经 提 到 ,如 果 C” ARR NR 有 特征 流 形 @, 并 有 
Cauchy-Szegó 核 S Go, z) , Bu] 
|$ (2,80) 2 
S(z,z) 
对 z 作用 Bergman 度量 的 Laplace-Beltrami 算 子 A 不 见得 为 零 ， 
即 不 见得 有 


Pl(z,u) = ‚шеб, (4.4.1) 


A.P(z,u) = 0, (4. 4. 2) 
ЯНУ, RADE R 为 对 称 有 界 域 时 为 真 ( 见 文 献 L[25].L33])， 
在 这 里 只 考虑 R 是 不 可 约 的 典型 域 ,对 两 个 16 维 与 27 维 的 例外 
域 ,虽然 也 可 用 矩阵 表示 出 来 ( 见 文献 [76j、L79]) ,但 太 复 杂 , 故 不 
收集 到 本 书 中 . 
这 里 的 A 是 作用 于 函数 , 故 


1 D 
= 42 一 Ly 3= Th (2,2) = aan Ê?’ (4.4.3) 


因为 Bergman 度量 是 Kähler 度量 (参阅 附录 ). 
在 98 中 可 微分 函数 三 称 为 调和 函数 ,如 了 和 通 合 方程 
Af(z) = 0. (4. 4. 4) 
在 文献 [254 中 证 明了 在 9t ЯНЕ 9E ERORE 上 有 积分 表 
示 


f(z) = | FP da, (4.4.5) 
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并 且 
lim [SOP Già = fv). (4. 4. 6) 


r= € Ç 
要 对 这 类 调和 函数 作 估 计 , 需 要 知道 PCz,z) 的 具体 表达 式 . 4 Ж 
为 (т.п) (mn), R, (т) Ra ол) ЖН 


| 1 [ deua — ZZ Y^ 
Pew = pls A IIS (4. 4. 7) 


(z € R,U € COW Xj $5. 3), 
a(R) — n, 4R = Ж, (m,n), m <Ç n; 


a(R) QE м R = Ron); 
| — 1, u R = Rn), m 为 奇数 ; 
a(R) = 2 (4. 4. 8) 
т/2, 4 R = (т), m 为 偶数 ， 
ЖА 027 是 mXm FZZ 之 1,UU' =I, 
AMI LUZ UZ y < XI, (4. 4. 9) 
Hp Aee An ZZ, 的 特征 根 ,适合 
1 > А] = À = + > А = 0. (4. 4. 10) 
因此 ,如 c 是 02' 的 任 一 特征 根 , 即 有 单位 特征 向 量 ,使 得 
uUZ' = cu, 
故 有 
X, < |cl < АЛ. (4.4.11) 


如 令 Су» Сд 3 UZ 的 特征 根 , 则 有 


m РО 
det ZZ) _ Па B 
dtd —UZ^)|? m" ' 
| е | JI n __ с? 
j=1 
由 (4.4.7)、(4.4.9) 与 (4.4.10) 有 如 下 定理 s 
定理 4. 4.1 (Hanack FER) 4 X —U m,n) (ти), 


S n) яў 9a (m B$ 


84.4] Hanack 不 等 式 


1 1 — А тас) 
га + А) 


PG <| 


V(&)L (1 — à) 


1-2 r 

其 中 а) н. 4.8) 定 义 . 
ДЗР ZZ 的 最 大 特征 根 ; А, 等 于 ZZ 的 最 小 特征 根 . 
M R=R, CN) 时 ， 

1 a + lez |? — 2zz! )N/2 
V(&) |1 + zz uu — 2zu! |" 
CI, (GR) (5. 3. 28) 式 ). 由 于 

р (Àsz,u) = А — 2zu! À + zz uu 
= [А — А(е,н)][А— AG,u)], (4. 


P(z,u) = (4. 


其 中 


А, (2,8) = zu + М (xul ) — zz ши, 


А„(е,й)= zu! 一 "m X? 一 zz иш. (4. 
H (4.4. 1305,4 ERE, 
р (l;z,zg)= 1 — 2zx + |zz |? 
= (1 — |zz |?) —2Gz — |zz |?) 
= [1 — A,(z,z) ][1 — À,(z,z)] > 0.(4. 
及 1 一 |zz | 之 0, 故 zx! ELA, ЕН (4. 4. 14270 


lz z) = zz! — (xz Y |а | xx <1, 
(4. 
而 由 (4.4. 15) 知 ,必须 
À (z,z) = zz! + (zz ) —|zx |? «1. (4. 


由 于 
Nhlz,zZ) < À (2,2), (4. 
EC, САТА X: 
R, (М) = (z € C" lA (2,2) < 1). (4. 


4. 


4. 
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12) 


. 13) 


.14) 


15) 


.16) 


.17) 


.18) 


.19) 
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根据 引 理 4. 2. 6, 当 ERr, ЄЛ, 
p (1;2,20) = [1 — A G9) ][1 — Aj (2,90) ] O, 
因此 
[А (2,20) | Z 1, [A (2,90) | = 1. 
由 引 理 4. 2. 1, 有 
AGW] <<1, Hew) € Яу xX Ry; (4.4.20) 
同 理 
la 元)|<1， 当 (ezo) ЄЎ, XN. (4.4.21) 
Ш w-—uCcG,., Blu-—e"r, т AGB. xx —1. 存在 实 正 交 
Jr Ee Dy fii 
= (z,,25,25,24,:0,** ,00 T^, 
u= e? Gr ax my rs0, 00D, 
zt + z; + z: + z: = 1. 
根据 (4. 2. 51) 
0(1;z,g)= det(T — WU' ) 
= [1 А (2,9) 801 — А„(,й)], (4.4.22) 


其 中 
214 12, iz; z, 
Z= , 
Iz; 十 z, z iz, 
U= 2 Zi Hif, 123 — T, 


1х3 F Z, Ti — dm, 
适合 ZZ! «I, UU! = I. 根据 (4. 4. 1D 50 
A G,z) < [Au | S< Alz), J = 1,2. (4.4. 23) 
定理 4. 4.2 ЖАЫ Ry (N) 的 Poisson 核 可 写 为 


1, [1 — À G(z,z)]%2[] — 2,0,2) ]"? 
V(O) |1L ~ À(z,@)J[1 — Аб, |" " 


有 Hanack 不 等 式 


1 1 — ÀG,z) 
У(б„)| o1 + А(,е))? 


P (z,u) = 


N 
J =< Р(=,и) 
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1 1 — A4(G,2) 
< па 一 ADS , 
Жр A (2,2) 5 А, (2,2) Е (4. 4.16) 50. 4.17). 
H (4. 4. 1901,1, CND RT ELB 1 А, Goog X. R: fb = 


类 典型 域 也 可 以 用 一 个 函数 定义 , 令 
À (e,z) = ( sup uZZ! u )^, (4. 4. 24) 


ии =] 


其 中 = (ul, aun BAMAR, LANE ZZ 的 最 大 特征 根 ， 

定理 4. 4.3 ШУКА, Д] 

= {z E€ СУ|А(е,®) < 1), 

其 中 | 

34 X9, Оол, ‚А, CZ) C4. 4. 220 3E Y. 

9 —Sl Gon B] A (е) НК. 4.2423] Z—Z 定义 ; 

№ 9o— Sg GO B] LAG 22H (4.4. 242023] Z= —Z E М; 

25 = СМ), А, е, Н (4. 4. 17) E X. 

THB 在 30 多 年 前 曾 证 明了 如 下 定理 : 

定理 4. 4. 4 ЖЕ Ca (z,w) 是 不 可 约 对 称 典型 域 中 的 
Carathéodory 度量 , 则 


1 1 + А(е,®) 
С» (0,z) > log 81 一 А, (с, )` 


证 根据 Carathéodory a EO DOMO $3.45, 
如 z; 2; € 98, Р XI] Carathéodory 距离 为 
С» (2, 29) = Sup E(gGr gi), (4. 4. 25) 
其 中 区 ( 叶 ) 为 所 有 在 锡 全 纯 , 绝 对 值 小 于 1 的 函数 类 ,而 E Gut) 
为 单位 圆 盘 |z| 过 1 中 的 两 个 点 4 与 i 的 非 欧 距离 , 即 


i 


1 ГЕ 

Е(1,,2,) = > log Р (4.4.26) 
__ £ ds 
1 1 — tt, 


由 于 Carathéodory 度量 是 在 双全 纯 映 照 下 不 变 的 ,而 98 Je ep 8 
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域 , 因 此 不 妨 假定 


À, | 
Z, = 0, Z, = A, A= RJP 
Аһ, 
]AGeIRAQZEO0.M R=R, ‚ЛШ; 
MORBI, 
( 0 À, ту 0 An 
qe. ‚т? ; 
En Ч 中 ИИ m 为 偶数 
A=. 
0 | 0 Am 
| [a-e Qo.m 为 奇数 ， 
— А 一 А1 0 
M R=R, 8 
„= (А АСА 0, 0|dmÀ RAO 
如 果 o, GO EER), MI 
@ Cz) — p (0) 
( 21 ER), 
ера) 


但 是 000) — 0. 故我 们 只 须 求 
Ca|(0,A) = sup E(@(0),@CA2) 
ФЕ ®„(®) 


Ва, н СЯ) NR А XH 1 E. 00) 一 0 的 函数 类 . 

ЊЕ 有 如 此 性 质 , 当 «ЄЙ и, ize REP |: 1. N k 
如 gp(z) € €, GR) , 则 ez) € € (SD. 24 pl1z) 看 作 是 1 的 单位 加 
fk E09 AER В |eGz)|<1,>4 |: |<1,200)= 0,83 EAE 
数 的 Schwarz 5ER l eGo |< |21, 24 |2151. HL e AE 


1 1+ А 
78 (0,4) < log ——. 
Ca (0, Л) 5198 1— i 


另 一 方面 , 取 ФС) =, Z 二 (zj), 当 R=R, , Ri; ФО) = zo, 254 
3 r; ФО) = x, d iz, , 214 R=R,. 
根据 定义 
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1 1 一 À 
Cx C0, A) = 9108 1 一 А,” 
故 有 
À, N 
Cs (0.A) = llog LM 定理 证 毕 ， d 
] 


系 4.4.5 设 员 是 不 可 约 典型 域 , 则 (x,z),zE 只 ,是 多 元 次 
调和 函数 ,因此 Carathéodory 度量 Ся (0,20 t. J& z ЄЎ 的 多 元 次 
调和 栖 数 ， 

证 名 是 一 星 型 域 ,并 且 当 2c9 mp oH z€ X, Я ILI. 
根据 定义 ， 

А, Gz £2) = || А, (zz). 
由 此 知 


z ‚3 ‚® 0. 
2A Gz,tz) > 0,#H > 0,34 z Z 


因此 А, (=,z) 是 多 元 次 调和 函数 . 可 知 


1 lo 1 + Air, x) 
2 8 1 一 A, (2,2) 


也 是 多 元 次 调和 函数 , 系 被 证 明 ， | 
24.4.6 dX 


R=R х.х R,, 
ифа Я, п? ЖЩ, А? (zj,z)) 是 定理 4. 4. 3 中 定义 
R, 的 多 元 次 调和 函数 , 则 
R= (z€ СУА, (2,2) < 1}, 
其 中 N=N +u: +N, R 的 维 数 是 N， 
à (2,2) = max {ÀP G,z),-, AP Cz,z)); 

Jt HL R H Carathéodory 度量 由 原点 到 R 任 一 点 为 
1 + À (2,2) 
1— А GE) 

根据 多 元 次 调和 函数 的 理论 А. (2,2) 5 Cn(0,z) 也 是 多 元 次 
调和 函数 . 


Cx(0,z) = P log 
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$4.5 上 典型 域 的 3 方程 解 的 估 值 


ED ECO 中 有 界 多 项 式 域 适合 非 零 条 件 ,根据 定理 3. 4.1, 
必 必 定 是 全 纯 域 ,并 且 可 构造 全 纯 的 Leray BL. 根据 定理 3. 3.2, 
了 问题 的 解 有 积分 表示 . 在 此 定理 中 ,yg(z) 是 任意 的 全 纯 函 数 , 现 
取 之 为 0, 即 积分 


LO DH | w rok 
#0) = (2z)" | ласа 408 + AD ЛС) 
(N — 12! | ° 
2 Отту" | „ә А (©) A olz) (4. 5.1) 
适合 方程 


a = f, (4. 5.2》 
其 中 了 适合 9f=0.X8 9 RE (z€ CY | o(z,z)>2>0) 3318 A 
量 , 适 合 о(ао,#) 50, %4 Go z) € OX D.,oGoe z) £ jis Henkin 
"И RI DOG. 5. 1) 的 积分 进行 估 值 ,作者 没有 得 出 更 精 
确 的 结果 ,重复 Henkin 的 方法 来 估 值 意义 不 大 ,所 以 作者 只 限于 
考虑 吃 = 员 是 不 可 约 的 典型 域 情 形 , 在 这 样 具体 的 域 ,可 得 出 比 
一 般 方 法 所 得 到 的 更 精确 的 结果 . 

此 外 ,《4.5.1) 中 第 二 个 积分 的 佑 值 ,由 于 Bu Ld Leray UR 
照 是 Bochner-Martinelli Bit EG , 3x | £4 4r {й (EDGE [E fo 0 都 是 
一 样 的 ,从 文献 [28] 中 亦 可 得 到 ,我 们 并 无 新 法 . 故 在 这 里 只 估计 
积分 


(N — Dij 
Í; n= 一 一 一 一 一 一 一 
# Cw) (ri) косах © 
0 l 
Ло АЁ А) Л ш). (4.5.3) 
今 
é= (1 — А) Qv, 2) + АЁ Qu, 2), (4. 5. 4) 


其 中 
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OG z) Qu^ — z’) 


x Lole! ** UO uuu $UU jw.) 


— pa! pe zT! 
故 
d£,— (&, — &)ал 


zw tt ,oO ,z) ]. 


rem z д2? 


设 
f (z) = f, dz° 


N 0 1 
+ Ma А CAES ds. dz* 的 项 . 
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(4.5.5) 


E х [0,1]. E I Zn 次 微分 式 只 能 有 da 一 次 ,dz* 与 dz? 的 


2N 一 1 次 , 故 
fz) Л @,(ё) A wlz) 


= WW Ра) A BIZ, dé A A аё A wlz) 


1 


CN —1)! 


1 N-1 


1 
1 0 д 
А Q = £, )аА + а A) 3g + À 


1 0 928, 
A |... -E oda С — A) Lm 


1 1 1 
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0 0 
e, ... де, 
azh gza 


N 
A di»'ad — AXAN L. 
к=? 


1 


1 
ё, дё 


1 VE 


e dz^ A e A defn- 
X зади" eec Ro Nom A dew A wz) 


N-1 
1 x ` _ J- k- e 
= A Ула DN LEE RN 
(N — 1)! 2 Wan 
1 0 
х 7. | Ya Fa, л 1 


[zo — zx | pGu.E) — lw 一 "d [ze — z pe обо)" 1 


o D 1 1 
Ma, LEE 97, * Me, 1 ьо Pey, 
29: gz% gh д®#хм-1 


X dz^ Л =+ A агт A eG), 


(4. 5. 6) 
其 中 
° 
], == uw? — =", 
1 . _ _ 
u= шеш „бе! esa QU Ve VE) 
Е gl, ag az eu To ,2) | (4.5. 7) 
HME wwz HEWA. 
E 
AT (w,z)— 一 ° l 
Bep, Wz) = 


NOD OL e. ea, 


© 0 1 1 
Da Ds Pls si Qa sig) 
^ g&& gzh ggf дБ -1` ' 


XE ww SHEA, 4 (zo ,z) ERX By PR Н LH, 
利用 积 


oad — pla! | 
fa Ada cg q+ DI 
1991 (4. 5. 60 YE Cz ,)02 € SR x [0.1 ]E] fA 2S 


0 
| | KG) А e, (G — 36 + AD) A eG) 
гє 33J 2€ [0,1] 
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1 | ХА QG—DION-k— DI 
z€ Я 


(N — DJ, e m < (N— D! 
1 m ува, f 
x Jw 一 z [pu £1 hs Gur 2B rns; fs 
A dz" A + A dewa A wle). (4.5.9) 
H + Я 的 边界 


M = (ze€93leiz,2) = 0) 
是 逐 段 光滑 的 ,在 对 的 2N 一 1 维 流 形 上 
dz” A + Adz 1 A alz) = В ?х-1(г)&, (4.5.10) 
其 中 Bhd ЖЛ ЕНА, 是 此 流 形 上 的 由 Cc EE 
量 的 诱导 的 体积 元 素 . 由 此 知 (4. 5. 9) 的 被 积 函 数 中 除了 因子 


cce gas ey 外 ,被 积 函数 绝对 值 是 由 | 太 | 的 上 界 MRA 


一 个 只 与 Ў 有 关 的 上 界 MOS EL 在 名 是 典型 域 时 ,此 因子 当 
w € R ip (Or R PUR as fit ox r 是 把 咒 向 原点 缩小 
W. 注意 ,页 是 以 原点 为 中 心 的 星 形 域 . 
M =, nsn), min, N=mn, 
pOV.Z) = deti? — WZ >), (4. 5.11) 
3 W €, 时 , 即 


WW < 1, 0<r<1. 
令 A WZ Y), A. (WZ H WZ! 的 特征 根 . 4B E K S£ = 
(4. 4. 110, E 


lA (WZI OL ALCWW^ ) < r, (4. 5. 12) 
UR 
[dett — WZ! )|= |[1 — AQVZ! 9]--[1 — А, ИЯ 1l 
=> (1 — r)”. (4.5.13) 
男 一 方面 ， 


jw — zl = «CO — ZW — 2» 1, 
“ZER егу 
Z —UA(G",0V, 
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4, 


(4. 5. 14) 
此 外 , 当 ЄЗ, Ву, J 
W, -U' WV! ER. (4. 5. 15) 
A 多 的 第 j 行 第 a 列 元 素 为 we» M 
S weiter. 
jw — z|? = t((W, — (A,0) |[W, — (A,0] > 
= Ур — AM + Ур 
j=l Ja 
=> [ш — А [222 a- lep Z GQ — к)“. 
(4. 5. 16) 
E (4. 5.13) 55 (4. 5. 160 18 
|w __ z|"o(w,.,z) m (1 __ r)*(1 — ry 
mun" (Уот > 2), 
(4.5.17) 
这 由 于 <N. 
由 (4. 5.17) 与 (4. 5.10048 41, 24 WER, Bp E 


ON — DI 2 : 
| CR |а Ло CO — DE + 48) A 2 


|а 
(]—r»" 
其 中 Mdé HE 兄 有 关 的 正 数 ， 
lZ |= = тах (ѕир |./, (2) |, вир |С) |). (4.5.19) 


24 9t =, Gn) 2 90 Gro SE a] Fe up uk БАЕК sr, А Ж 


< M, (4.5.18) 
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只 一 Js(m) 时 不 等 式 (4. 5. 18) 的 右 端 要 把 m 改 为 | Z |. 4 R= 
Ra (ЛОВ, 

pGu,E) = 1 + ww zz — дох. (4. 5. 20) 
根据 引 理 4. 2. 7 的 证 明知 

QGu,z) = det (I — WZ! ), 

其 中 W 与 2Z 皆 为 2X2 方 阵 , 适 合 

I — WW! > 0, I- ZZ' > 0. 
Щщ wCH, z€ В, S 

I — WW! > 0, Е MiZ 12А 20. 


(4. 5. 21) 
于 是 不 等 式 (4. 5. 17) 化 为 
lw — «|#о(шф,„а)^ ^ zz (| — r>), (4. 5. 22) 
故 不 等 式 (4.5. 18) fp 901—910, (MIRA, ИИ m —24X А. 
定理 4. 5.1 当 锅 是 不 可 约 的 典型 域 时 , 则 Cauchy 型 积分 
《4.5.3) 有 如 下 的 估 值 ; 
Фф ЄЗ, (1<r<1)8, 
| | a 2 A eC — DÊ + А) Л оба) 


РДЕ 


其 中 N E ЖИЙ, Лана. 5 DELMAS NEE, 
m, 4 R =R, (m,n), m < n 8k 9i = 9.600 
QR m > 2); 


[5 ER = Ram [ 7 | 表示 的 整数 部 分 ; 
2,4 R = X, (№), 
ж, 038 SE 27 0а. 5.2) 的 解 , 当 ГЕ ЖЕ, ЕЯ 


适合 af =0BTBJ (4. 5. 1) 的 一 致 估计 就 完成 了 ,因为 (4. 5. 1) rh 
第 二 个 积分 的 一 致 估计 ,可 以 引用 文献 L28] 中 的 估 值 . 


< M, 


ki CR) = 


第 & 27 


Яй ә Ж 


内 切 超 圆 坐标 与 积分 变换 


关于 球 与 复 投影 空间 的 Green 函数 ,作者 曾 在 60 年 代 初 得 
到 ,并 且 受 到 陈省身 先生 的 一 篇 文章 5 的 启发 与 弓 惠 生 一 起 , 利 
用 这 些 Green 函数 证 明 从 С” 到 P^ 的 全 纯 映 照 的 第 一 与 第 二 基 
本 定理 .但 尚未 发 表 , 十 年 动乱 开始 了 ,到 十 年 动乱 结束 ,发 现 伍 鸿 
申 和 Griffiths 在 这 方面 已 做 了 不 少 工作 ,特别 是 Griffiths 已 证 明 
THEA C" 到 PF 更 广泛 的 第 一 与 第 二 基本 定理 . 这 使 得 我 们 文章 
的 意义 就 不 大 了 ,虽然 方法 不 同 及 具有 较 精 确 的 结果 ,但 那 时 弓 惠 
生 已 经 改行 搞 计 算 机 去 了 ,无 意 于 发 表 , 故 就 作 黑 论 .从 60 年 代 初 
开始 ,作者 考虑 秩 宇 2 的 Hermite 对 称 空间 的 Green 函数 ,但 发 
现 , 即 使 是 最 简单 的 秩 为 2 的 Hermite IAZA AA D= (Cz, 
z) €C|[z;] «1. |z, | <1)XFT Bergman 度量 的 Green 函数 也 无 
法 构造 出 来 , 十 年 动乱 中 研究 工作 中 汤 , 这 个 考虑 也 放 到 一 旁 了 ， 
直到 1980 年 2 月 ,J. Kohn 邀请 作者 访问 Princeton 大 学 一 个 月 ， 
PL E SIE. M. Stein 的 书 中 用 到 球 的 Green 函数 ,就 请 教 他 有 无 
办 法 构造 双 圆 盘 的 Green 函数 ,他 认为 尚 无 办 法 . 以 后 俗 务 缠身 ， 
到 1986 年 , 才 认 真 再 考虑 ,其 时 才情 到 要 构造 两 个 对 称 空间 的 拓 
扑 积 的 Green 函数 , 若 知 道 此 两 空间 的 热 核 , 把 其 乘积 对 上 从 0 到 
co 作 积 分 便 得 出 所 求 的 Green 函数 了 . 故 决心 构造 不 可 约 对 称 空 
间 的 热 核 ,自然 先 从 超 球 开始 ( 见 文献 [47]). 后 来 与 洪 必 一 起 ( 见 
文献 [52]) 构 造 了 典型 域 A, (m,n) 的 热 核 . 但 在 后 一 篇 文章 中 与 
前 一 篇 的 办 法 截然 不 同 , 在 前 一 篇 文章 中 是 应 用 内 切 超 圆 坐标 与 
积分 变换 构造 的 ,在 后 一 篇 文章 中 是 用 前 一 篇 的 结果 以 十 分 巧妙 
的 技巧 来 构造 R, Gn m) (n 之 m 之 1) 的 热 核 .后 一 篇 文章 中 的 方法 


859] 内 切 超 圆 坐标 与 积分 变换 201 
虽然 可 以 用 到 一 些 对 称 空间 上 ( 见 文 献 L48]) ,但 对 另外 一 些 对 称 
空间 却 无 效 ,例如 对 典型 域 Sa (т), Cm. Ry (№ ЕЖ. 这 
使 得 作者 又 回 到 内 切 超 圆 坐标 与 积分 变换 的 方法 上 来 . 

首先 ,作者 注意 到 ,Lapiace-Beltrami 87 A 对 于 C^ 有 界 域 
的 Bergman 度量 可 以 写 为 
а, of 1 а —pR 97 
AS ТА д = go j| ет? 22|. 
其 中 g 是 把 Bergman 度量 看 作 是 黎 曼 度量 时 度量 张 量 的 行列 式 . 
这 种 形式 的 表达 不 仅 对 全 纯 的 坐标 成 立 , 且 对 实 的 坐标 也 成 立 , 即 


Af = -二 ; | V g к” 1 ， 


其 中 
ds? = gudxdz*, g = det (ga). 
К, ЖП ЖИЛ f Pl ЛЕ 


Af = 0 
的 函数 ,或 考虑 热 方 程 

af 

a А7 


的 解 f RER R A H| AVE ER s if AR Je Ay Ж E E PH ZS VE AB 
标 , 即 调和 函数 或 热 方程 的 解 与 复 结构 无 关 . 因此 考虑 Hermite 对 
称 空间 这 些 函 数 时 ,与 考虑 任意 黎 曼 对 称 空间 的 函数 没有 什么 区 
别 . 早 在 1959 年 ”5 就 知道 了 实 对 称 空间 7T 一 XX > 0 调和 函数 的 
Poisson 核 一 样 存在 . 

基于 这 种 看 法 ,作者 还 悟 到 另 一 个 许久 想 不 通 的 问题 , 自 华 罗 
Ж 1956 年 开始 ,于 1959 年 与 作者 一 起 完成 的 典型 域 调和 函数 
YE He, Р] Poisson 核 解决 了 Dirichlet 问题 . 同年 Pjatetski- 
Shapiro J£ Hi T Ё. Cartan 猜想 的 反例 , 即 举 出 许多 有 界 可 递 域 不 
是 对 称 的 . 很 自然 的 想到 这 些 域 的 Poisson 核 是 否 对 Bergman Ж 
量 的 算 子 A 也 是 调和 函数 ,可 用 以 解决 相应 的 Dirichlet 问题 ?但 
是 1965 年 陆 汝 铃 5 举 出 了 反例 , 即 域 


202 内 切 超 圆 坐 妹 与 积分 变换 [第 5 章 
Spina = (Z € C'*,U € Com,V € C” | 


linr o ly: 
;UU 2" Vi0 


1 
> Z2) 


是 非 对 称 的 ,但 全 纯 等 价 于 有 界 域 的 可 递 域 ,不 过 他 按 特征 流 形 @ 
的 不 变 体积 元 素来 定义 的 Poisson 核 并 不 是 调和 函数 , 这 里 所 说 
的 “不 变 ”, 只 是 指 在 全 纯 自 同 构 群 Aut(5,,,,,) 变 换 下 不 变 的 CG 上 
的 体积 元 素 . 因此 他 猜测 Poisson 核 是 否 是 调和 函数 ,似乎 是 判别 
一 个 有 界 可 递 域 是 否 是 对 称 的 标准 . 1980 ЕИН ERK 
类 称 之 为 N-Siegel 有 界 可 递 域 中 证 明了 此 猜测 是 成 立 的 , 这 当然 
是 很 漂亮 的 结果 . 但 是 作者 仍然 对 如 此 构造 的 Poisson 核 不 是 调 
和 函数 而 感到 遗憾 ,正如 许 以 超 称 之 为 “形式 的 ?Poisson 核 , 它 不 
是 真正 的 Poisson 核 , 因 此 Poisson 公式 不 成 立 , 直到 写本 书 时 , 作 
者 才 悟 到 Laplace-Beltrami AF A 竟然 可 用 实 的 坐标 表达 . 而 A 
是 由 黎 曼 度量 所 诱导 的 ,能 否 引进 不 一 定 是 Bergman 度量 的 黎 曼 
度量 使 得 由 相应 定义 的 调和 函数 具有 Poisson 核 , 它 本 身 也 是 调 
和 函数 呢 ? 这 使 作者 回忆 起 Diederlich?? ze 1975 年 提出 的 一 个 问 
题 : 即 C" 中 有 界 域名 的 Bergman 度量 的 等 度 变换 是 否 一 定 是 思 
的 全 纯 自 同 构 ? 作者 在 1979 年 才 看 到 他 的 文章 ,立刻 举 出 了 一 个 
反例 , 即 双 圆 盘 的 Bergman 度量 


2|dz, |? 2 | dx, | 
ds? = 1 21. 
s = 0- m ^ G [zs 
在 变换 
Zi 2:22; 


下 是 不 变 的 ,但 这 非 全 纯 变 换 ; 对 z, 是 全 纯 , 对 z, 是 反 全 纯 . 因 
此 ,我 们 考虑 不 变 度 量 时 ,可 以 考虑 包括 部 分 全 纯 、 部 分 反 全 纯 的 
变换 下 或 更 广 的 变换 下 不 变 的 度量 . 以 非 对 称 的 可 递 域 5,,,,; 为 
例 , 作 变换 

#:Z=Z,U =U, V =V!, 
ЖУ, 39 pxn EB KERTENA, .部 分 反 全 纯 的 变换 ,把 S。。， 
一 一 地 映 为 R, (p, pm +n), JA XI Bergman 度量 的 Poisson 


第 5 章 ] 内 切 超 较 坐 标 与 积分 变换 203 
核 是 存在 的 ,由 Ў, (p,p 十 m 十 n) 的 Bergman 度量 诱导 出 So 的 
黎 曼 度量 , 则 此 度量 在 变换 О ° 9 ф,фЄ Aut( 员 | ) 下 不 变 ,由 它 
诱导 的 Laplace-Beltrami 算 子 A, 也 在 с » e ç F A, IN J 
Ф| Cp. p -m-- 108 Poisson 核 诱 导出 S,,,. f] Poisson 核 , 它 是 对 
A, 的 调和 函数 . ASIE! ° фе 少 不 是 双全 纯 变换 , 它 是 部 分 全 纯 、 
部 分 反 全 纯 的 变换 ,此 Laplace-Beltrami 算 子 A, Ж 3E P1 АЈ 


(intrinsie), 但 是 部 分 全 纯 函 数 或 部 分 反 全 纯 函 数 ОПЕ а 27. 
0 或 ?一 0) 必 适合 Ai/ 一 0, 自 然 能 由 Poisson 公式 表示 了 . 此 外 ， 
这 里 还 提出 了 一 个 有 趣 的 问题 , 即 非 对 称 有 界 可 弟 域 是 否 皆 能 经 
一 个 实 解析 变换 把 它 一 一 地 映 为 一 个 对 称 空间 呢 ? 一 些 例子 说 明 
了 是 可 以 的 . 

BUE RESI UAE CREE UA Ab n. 内 切 圆 坐标 最 初 起 源 于 
单 复 变数 函数 论 ( 见 文献 〇 ). 在 40 年 代 ,华罗庚 引进 超 贺 的 概念 . 
作者 把 两 者 结合 起 来 , 称 为 内 切 起 圆 坐标 ,主要 用 来 把 对 称 空间 的 
Laplace-Beltrami 算 子 A 分 解 为 两 部 分 ; 


Af = Qf + > ZEP, 
EF 9,4 usu 的 常 系数 二 阶 椭圆 型 微分 算 子 ,&, 是 线性 一 


MADAT 2) DOLOR nnns" 的 完全 微分 算 子 , 当 
LS 在 R" 的 一 个 域 久 的 边界 上 为 零 时 ,应 用 Stokes 公式 知 
x 389 f m+} N 
| > V d" du — Q. 


J=m+1 


即 此 项 在 Af 的 在 © 的 积分 中 是 没有 作用 的 . 我 们 可 以 设法 从 方 
程 


2P gy 

д ° 

的 热 核 中 通过 积分 的 变换 把 以 上 方程 的 热 核 变 为 方程 
af 


a ^M 
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的 热 核 , 


$5.1. 内 切 超 圆 坐标 


由 于 使 用 的 名 词 定义 不 同 ,可 能 会 引起 混乱 ,所 以 在 此 先 定 义 
清楚 我 们 所 用 的 名 词 ,然后 再 讨论 ， 

这 里 所 说 的 内 切 超 贺 (horo-hypercircle) ,第 一 个 来 源 是 单 复 
变 函 数论 中 的 极限 圆 (horocycle). 


В 5.1 

“Horo” 一 词 本 身 无 极限 的 含义 ,但 是 在 单 复 变 函数 论 中 中 ， 
这 种 “horocycle” 是 由 单位 圆 盘 D, 内 一 串 圆 盘 的 极限 而 得 到 , 故 
AARE AAR А. 但 从 几何 上 看 ,这 个 极限 圆 实际 上 是 单位 圆 的 
一 个 内 切 圆 ( 见 图 5. 1) ,故我 们 称 为 内 切 圆 . 内 切 于 D, 的 一 个 固 
定点 zo 的 所 有 内 切 圆 显然 把 D 盖 过 ,并 只 盖 过 一 次 . D, 中 任 一 
点 z 有 唯一 的 内 切 于 z 的 并 经 过 >* 点 的 内 切 圆 . 具体 地 说 ,DD 内 
任 一 点 可 以 用 (cr)ER: 的 一 点 与 它 对 应 , 即 
1 — e” 二 2ire* 
1 4- e? — 2ire?" 


z = 


e 
che — ire?’ 


2 
1- 1 = е; zh 
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1 2 e 2° 


这 表示 z 是 在 内 切 于 D 的 边界 点 一 1 М.у 一 上 为 中 心 、 半 


2 


z 十 


径 为 ] 到 的 图 上. Cor) IPRA z 点 的 内 切 圆 坐标 (horocycle 
ordinate). 

7E T ERI Chypercircle) ,华罗庚 最 初 给 它 的 定义 可 以 这 样 叙 
述 : 设 总 是 有 和 个 特征 根 为 正 ,” 个 特征 根 为 负 的 痉 十 半 阶 Her- 
mite 方 阵 ,3 为 Grassmann AE Sanm GT TRA E S On 0B 
适合 

398 20 (5.1.1) 

的 开 集 ,在 讨论 矩阵 几何 时 称 为 超 圆 (hypercircle). 习 知 存在 m + 
п RERNE P, EE 


I" % 
ww -| 5 


Г › 
因此 可 作 变 换 
83887, 
使 得 此 超 贺 化 为 标准 形式 
" SUI > 0. (5.1.2) 

记 38 = Q8,,28,5», (5.1. 3) 
Ei C5. 1. 2001,38, 必 为 非 异 的 . ГЭВ RS p EE RR Уу 

W = WR, (5.1. 4) 
于 是 标准 超 圆 的 局 部 坐标 表示 为 

I—WW' > 0. (5.1.5) 


日 后 来 华罗庚 '*1 称 此 超 圆 为 超 球 (hyper-sphere). 原因 可 能 是 由 
于 国际 上 专门 名 词 的 演化 ,例如 以 前 叫 单位 圆 的 ,现在 叫 单位 图 
Ж. WT I dE G. 1. 1) 定 义 的 点 集 称 为 起 球 (但 英文 用 hyper- 
ball, 而 不 用 hyper-sphere :也 是 为 了 与 国际 惯用 的 一 致 ; ,而 称 超 
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圆 为 点 全 [3], 其 中 3 适合 


33! = 0. (5.1.6) 
这 是 由 (5.1.1) 定 义 的 超 球 的 边界 的 子 集 . 在 标准 超 球 时 , 即 
WW! = I, (5.1.7) 


这 是 标准 的 超 贺 . 由 此 可 见 ,把 标准 超 球 看 作 是 C” 中 的 域 ,这 就 
ЖЫ У, msn), TEE AER ER, (m,n) 的 特征 流 形 
C, (m,n). W —0 称 为 标准 超 球 的 中 心 ,简称 球 心 . 当 m= 二 1 时 , 标 
准 超 球 有 时 简称 为 球 В". 易 知 ,通过 球 心 的 一 个 超 平面 与 此 球 的 
交集 仍然 是 一 个 ( 较 低 维 ) 球 ,因此 ,我 们 把 通过 标准 超 球 的 中 心 的 
一 个 超 平 面 与 此 超 球 的 交集 仍然 称 为 超 球 ,此 超 平面 与 标准 超 圆 
的 交 , 仍 称 为 超 圆 . 
例如 和 一 时 , 超 平面 

W-W =0 
IR, (m ,m) AZER, БП ЖОШ Ri (m); БИЕ A RA 2 Pr 48 
的 超 圆 是 Ri О») РЕВ Өл Ол). 超 平面 

W +W = 0 
Ej R, (mym) 相 交 而 得 到 的 超 球 是 典型 域 Sta Gn) ,与 标准 超 圆 的 
交 是 Ram W ЛЕЙ Gm Gn). 

上 面 所 考虑 的 超 球 皆 是 偶 维 的 , 正如 球 的 定义 不 一 定 是 要 偶 
维 , 可 从 实数 域 出 发 定义 任意 维 的 实 球 一 样 , 超 球 可 以 从 实数 域 来 
考虑 , 复 超 球 是 实 超 球 的 特殊 情形 , 

Ф© Ж тп 阶 对 称 实 方 阵 ,有 x 个 特征 根 为 正 ,n 个 特征 根 
为 负 , 半 是 实 的 Grassmann Й а m,n) 的 齐 次 坐标 , 即 是 xX 
(тп) у т BJ 3:58 Be. 这些 实 矩阵 的 全 体 设 为 Er (m,n). 如 
ODE $ 1.1 НАВ Ж, 5 X, E€ Egon D EO CDL X, ~ 
X, 表示 之 ), 若 有 mXm 3E 5 3EJy P, AE 

X, = PX, 
按 此 等 价 关 系 把 Ex Gn n) Ж УИК, 所 属 的 等 价 类 以 
[X OR Z. HU Së {ЖЕТ LES E A Femna). Cas uns, 
а) («ау <. a, Som) dé T IG ЕТЖ SR S LA X 为 代表 
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$5 r2 [X 1€ 8 (а, ---,а,), УНА 4 X BS а 列 ,…, 第 am 列 
所 成 m 阶 方 阵 X... 是 非 异 的 . 令 实 排列 方 阵 P GO fl 

E = (kee K, uu P C), 
其 中 的 X。.… 是 非 异 方 阵 . 在 见 (w,…，*a) 中 引进 [无 ] 点 的 局 部 坐 
标 


X = Erla X. e (5.1.8) 


如 复 的 Grassman 28 |8] —FE , PE: MARR (oL. 0,05 
Vrees Pn Z EEA ЛЕ, E Srn 00 HL— 3: 
BRE. NOn 00 Ж 


Xex > 0 (5.1.9) 
称 为 ( 实 ) 超 球 . 这 可 经 过 一 个 适当 的 齐 次 坐标 的 实 非 异 线性 变换 
D = XJ 


(注意 ,此 变换 诱导 出 Fenm НАА), EREA 
标准 超 球 Я, Cm ,n) 

I—YY>0, (5.1.10) 
E HY E mx EHE, E S aG n) BJ Ab tA 231,2, m0 
的 局 部 坐标 , 我 们 同样 称 B Casan) A On nO BL ET AE AE E f 
域 , 在 此 邻 域 中 由 (5. 1.8) 引 进 的 局 部 坐标 即 为 标准 局 部 坐标 ， 
Ren ,n) {Е Ж 65 38 3. 

H (5. 1.9) 定 义 的 超 球 的 边界 上 的 子 集 


ХӨХ 一 0 (5.1.11) 
称 为 实 起 加 ,标准 超 球 S, Gn , n) BJ 31 Ж E BTE [B 
ҮҮ = 1 (5.1.12) 


称 为 标准 超 图 ,也 称 为 Я, On n BJ Ж EE ki LA S. Om MERZ. 
Y —0 КУЮ Rr 的 中 心 . 
过 超 球 Я, Gn ,的 中 心 的 一 实 超 平 面 与 Я, Gn, n ) ËJ 28 05 
称 为 超 球 ,此 超 平面 与 标准 超 圆 ErxCz,z) 的 交集 仍 称 为 超 圆 . 
ЖЯ m — 时 , 超 平面 
X-X —0 
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与 BCm,n) 的 交 是 一 超 球 . 它 也 是 对 称 空间 ,不 过 不 是 不 可 约 的 
(参阅 S 6.4). 

复 的 标准 超 球 是 实 的 超 球 的 特殊 情形 ， 


5 Z= X +Y, X ҮЗ тхл, 
则 I—ZZ =1— XX — YY + i(XY — YX). 
由 此 可 见 
{I I ZZ o l1 I" 
Ha al 0 m M 
(I— XX -YY  — XY +YX 
| XY — YX ‚хх om] 
10] (X У(Х YY 
= | |. (5.1.13) 
| ] m X -Y X) 


这 表示 复 的 标准 超 球 Ў, On n) JÉSEB ER VERB PR JU (2т, 2n) 
— К x. К xl 0 
Xa Xa)|Xa Xa 
与 超 平 面 
Ху — X, = 0, X + X, = 0 (5.1.14) 
相交 所 得 的 超 球 ,此 超 平 面 亦 可 写 为 
(а x J 0 | 


Xa X,Ji—I% 0j 
0 I) {Xn X, 
= _ po 0 e xj (5. 1. 15) 
所 以 在 此 从 实 的 标准 超 球 9. (m,n) 开 始 .不妨 假 定 msan. S 
Y = (Y, ,Y,)m (5.1.16) 
为 实 mx n EE. Я, Om n) нів 
了 一 YY =1 ҮҮ, — Y,Y,> 0 (5.1.17) 
ВВЕ Y 的 集合 定义 ,又 称 为 实 的 典型 域 . 实 的 标准 超 圆 
YY =I (5.1.18) 


称 为 9l On 2) 的 特征 流 形 ,以 Crn n) RZ. 
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作 变 换 
Y = (+X)! — X), Y, = 20+ Ху) 'X;, 
(5.1.19) 
把 Renn) — — ЕШ К" НК) G PHI 


Oan 2) : lou LXO—XXQ0. (5.1.20 


因为 
I — Y Y, — YY, 
-ad 4 Xoc| XX o xix a e xoc. 
(5.1.21) 
Puk RER f 
X = A(T, — ?Т,В + ВВ + К)А, 
X,= А(Т,— В), (5. 1. 22) 
其 中 ,A 为 mXm dEREJT EB тх (п-т ,К Jm X 
m 实 反 称 方 阵 . (5.1.23) 
把 Š.Gn n) ——HHh ik > E: Ej И.Е ЛЕН A 
(I ,X,,X,) 
A3 —В (ВВ + KA 
—-AG,T,TO| 0 Im — —2HA (5.1.24) 


0 0 А 
故 所 有 适合 条 件 (5. 1. 23) 的 变换 (5. 1. 220 T E, — BE Su Om n) 
在 此 群 下 是 可 递 的 ‚ША Š, ,7) 的 任 一 点 (X, ,X2o) 可 选取 


В = X, K 一 la m Ху), 


' Xio + X 
p 
使 得 变换 (5.1. 22 (X... X D LBS (12,0) 5. 
在 变换 (5. 1. 22) 中 ,特别 取 4 为 上 三 角 方 阵 , 其 对 角 线 上 的 
元 素 为 正 , 则 所 有 这 些 变 换 成 一 子 群 Tx( m,n ). 由 于 我 们 可 以 选 


A — X, X, | A = I, (5. 1.25) 
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ЖА 为 如 此 的 上 三 角 方 阵 , 使 A 适合 (5. 1. 25) 的 条 件 , 故 
TaCm,n) 经 实 解析 变换 
X = АІ BB + K)A, X,—— АВ (5.1. 26) 
——Bh #5 S, (m,n). 实际 上 (5.1. 26) 即 在 (5. 1. 22) PRCT, 
Т,)= 0,0). H Sron, Га n ,n) Fu š CIR (5.1. 26) 
是 把 &x(z) 盖 过 ,我 们 只 须 证 明 此 变换 是 一 一 的 . 若 有 另 一 组 
ЖЕ ABK 使 得 
АЧ + BB + К)А= Aj +BB, + Kd, 
— АВ=— А,В,, 
比较 第 一 式 两 端的 对 称 方 阵 , 知 
A' (I + BB)A= AG + B BDA, 
= A,A, + ABBA, 
因此 有 
АА = AA, (АГА) = A-'A,. 
上 式 第 二 式 右 端 为 上 三 角 方 阵 ,对 角 线 上 的 元 为 正 , 左 端 为 下 三 角 
方 阵 , 对 角 线 上 的 元 为 正 ,必须 A A=, B ASA. 由 此 便 知 B, 
=B, K,=K. 
我 们 称 变换 (5. 1. 26) 中 的 (4,B, 开 ) 为 实 典型 域 Я, Om ya) 的 
内 切 超 辆 坐标 ,其 中 4 是 上 三 角 方 阵 , 对 角 线 上 的 元 为 正 ,B 是 mm 
X (n—m)3BËE, K Е mox m 反 称 方 阵 ,因为 由 (5. 1. 210 4 
Q +Y) (Q YY — YoY) + Y)" 


= io + X) — XX, 


= AA. (5.1. 27) 
上 式 又 可 写 为 
[Y; + А(1+ AA)! AJU + A A) 
x [Y; + A d + AADAT + YY, 
= +AA', (5.1. 28) 
这 是 把 变换 (5.1. 26) 代 入 (5.1.19), 得 出 变换 
Ү= [I + AU + BB + KDA]"U — AG + ВВ + K)A], 
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Y,=— П + AC + BB + К›А]!А'В. (5.1. 29) 
这 是 把 Dann) — — В J Renn). 25 A 固定 时 ,对 应 点 Y= 
(Yi ,7:) 适 合 (5. 1. 28) ,这 是 一 个 超 圆 , 此 超 圆 是 超 球 
ГУ, БАС + АА) АТТ + АА) 
x [Yi ФАЧ + АА) A] + ҮҮ, 
< (+ АА)! (5. 1. 30) 
的 特征 流 形 ,此 超 球 的 中 心 为 
(Y,,Y,) = (— А + АА) 1A,0). 
易 见 此 中 心 是 落 在 Я, 0n 20 Z A. EASY; = — 1, Y, —0 满足 方程 
(5.1.28), FN Ж (5. 1. 28) 定 义 的 超 圆 内 切 于 Ste Cm ,n) ,故我 们 称 
(A,B,K)š8 Ф, (m ,n) B Р} 1 38 J] 22 1. 
特别 是 当 关 =2 В, 9, (2. n) n] Ze ТЛУ НА 
zz +1  i(zz 一 1) fz 
zz +1 一 i(zz 一 " B 
— 1 (zz — 1)z + (е — 1)Z 
1 е Pil + 1)z— ¿G + Lz 


= 


z 


(5.1.31) 


与 典型 域 
Я.О) = (z= Gs € C [ez |! 
— 2zz! > 0,1 — |zz | > 0) 
一 一 地 对 应 ( 见 《 典 } 著 中 (2.1.68) 式 ). 在 这 种 意义 下 ,%, (x) 也 是 
一 个 超 球 . 此 外 ,在 4 典 ? 鞭 $ 2.1(iv) 的 讨论 中 , 隐 含 了 Rr x) 的 自 
同 构 变 换 群 (该 书 中 (2. 1.70) 式 ) 与 9C2 0 лр 
Y = (A + XB) :(C + DX) 

所 成 的 群 同 构 . УК, СИН S 3.3 Gv ATL, G0 B AE RE 
是 由 9E. C2 MATERE ЕЩ ЖЗ. ISL kish Laplace-Beltrami 
SL T8 2X9 Эу FE, ПЯТ PR CUT OS R. G0 Ez 90,2, 
2) 上 讨论 都 是 一 样 的 ， 

由 以 上 可 见 , 实 典型 域 9t Gn n0 Br Y BEER, (№), Н. 
其 他 的 典型 域 是 此 实 的 标准 超 球 与 适当 的 超 平面 的 交 . 所 以 首先 
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研究 清楚 实 标准 超 球 及 其 扩充 空间 一 一 实 的 Grassmann t JÉ 
Sa Gn n EEEN. 

在 第 1 章 已 经 提 到 过 ,那里 的 方法 在 实 的 旗 流 形 也 能 应 用 ,而 
Srm n) EX 1- 旗 流 形 , 它 在 
T € СІ(т + n,R) 
诱导 的 变换 tw 下 不 变 , 此 即 齐 次 坐标 的 变换 
3) = QXT, (5. 1. 32) 
KrB Q 为 mX m 实 非 异 方 阵 ,诱导 出 变换 гє: 0n o0 Omm 
5 QER. 如 果 [ 区 ]EB(a) (а= (a, a.) 1Sa <: <a, «т 
十 n) 是 一 标准 坐标 邻 域 ,[]E 台 (8,…,B,), 则 有 排列 方 阵 P Co) 
与 РСВ) 18 
(Т,Ү) = QU,XOPQGORP(CB) , (5.1.33) 
Ят xn BEBE X 与 了 的 元 素 分 别 是 [X] 点 与 [ 田 ] 点 的 标准 局 部 
А. 注意 ,这 里 的 排列 方 阵 不 再 要 求 其 行列 式 为 1, 它 的 元 素 每 
一 行 只 有 一 个 元 素 为 1, 其 他 元 素 为 0 的 实 非 异 方 阵 ,其 行列 式 可 
以 是 一 1, 此 时 


‚ A C 
T = POTPAO = É p| EGLO + nB), 


(5.1.34) 
而 变换 (5. 1. 32) 的 局 部 坐标 表示 为 
Y = (A+ XB) (€ + XD). (5. 1. 35) 
也 就 是 zx 的 局 部 坐标 表示 . 

同样 ,GL Cm 十 n,R) 作 用 于 Sa Cm,n) 不 是 有 效 的 Ceffective)， 
即 可 能 有 不 止 一 个 GL(m 十 n,R) 的 元 素 诱导 出 同一 的 变换 ту. 然 
而 是 局 部 有 效 的 , 即 GL(m 十 n,R) 乏 元 素 的 领域 中 的 方 阵 诱 导出 
唯一 的 变换 . 

如 第 1 章 一 样 ,可 证 明 a Om n) TE GL(m 十 n,R) 的 正 交 子 群 
O(2 十 2 所 诱导 ) 的 变换 下 可 递 , 如 立 EO(m +n, К), MA €, = 
Р(а)#Р(В) ЄО(т+лп,К). 此 时 (5.1.35) 可 写 为 

Y= (A + XB)-1(C + XD) 
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= (В AXD СХ)". (5.1.36) 
由 此 可 见 , 若 令 
Y,= (A + X,B) XC + X,D) 
= (— B ФАХ) CX (5.1.37) 


G = 25-5. 
当 Х,.Ү, ee [a] ААК НТ, 

Y,— Y= (А + XB) X, — XDD — CX.) ', 
I+YY,= (A+ Х,В) САИ + XjX))CA + X,B) ^, 
1+ҮҮ,= (D — CX) ' + XX (D — CXD, 

(5.1.38) 
则 当 
ае + Y,Y,) Z 0 (5.1.39) 
时 ,有 | 
QO,,Y0- (I+ ҮҮ) (У, — YOGI q+ YY, (Y, — Y,) 
= (A+ XBY A(X., X; CA + Х,В) 1, (5.1.40) 


故 
QO,,Y oO ,Y,)= CA + X,B) Q(X,,X;) 
X ACX, XCA + X,B) ^. (5.1.41) 
令 
с СА) Cj = 1, ,m) (5.1.42) 
表示 m Xm Ji fe A 的 第 j 阶 主子 行列 式 之 和 . HG. 1.40) 知 
в LOCO Y ӘОСҮ,,үҮ,„) | (5.1.43) 
E SaOn nO rB [К Y 与 Y, 的 不 变量 . 更 一 般 的 , 当 I+ Y Y, 
СО<®ЮЖ5АЕЯЕТ. 
令 


Q,(O,, YD = О(Ү,,Ү(Ү,,Ү,)++О(Ү,,Ү,), 

(5.1.44) 
Jil a [OQ (Y; Y) Bé San. р КАШ) КА. 至 于 (5. 1. 39) 
为 零 的 条 件 , 即 两 点 [X] 与 [ 男 ] 适 合 
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det(X3)) = det (9)X'> = 0 (5. 1.45) 
В, [X 155 [9 OU dt$a a. 当先 E Olm 十 n,R) 时 ,经 变换 (5.1. 
34) 后 (5. 1. 44) 不 变 . 当 对 固定 时 ,使 (5. 1.45) 成 立 的 [ 芜 ] 点 成 为 
Fon HREH. ГЦ 3) — QU 00 e Aj SERICO CL om) 
rp A^ js AS ER BS S did X—=(X,,X,), у (5.1. 450 Bp 
detX7) = detX, = 0, 
B] Br 5; [ Q,00] 388 BJ d Ri" 75 93 Xe" Sá Er E OA GE EH [E + tB, BE 
San n PRE BA wA. 
此 外 ,如 т=п, #Н. 
Y, — Y, 5 Y, — Y, 
AER. 
R(Y,,Y,,Y,,Y,)= (Y, — Ү,)(Ү, —Y07Q—Y)0Q, — Y.) 
= (A+ X B) !R(X,.,X,,X,,X CA + XB), 
(5.1.46) 
故 
s [R(Y,,Y,,Y,,Y,)] Go 1, (5.1.47) 
也 是 OC(2m) 下 的 不 变量 , 当 m= 1 时 称 为 4 点 的 交 比 ,此 时 不 但 在 
O(2,R) 下 不 变 ,而 且 在 GL(2,R) 下 也 不 变 . 
B X,—X,X,— X+d4X ,dX 看 作 是 无 穷 小 的 扼 阵 [ 即 其 元 
素 是 无 穷 小 ), 经 变换 (5. 1. 36) 对 应 为 Yi — Y Ж Y,=Y+4dY. fE 
(5. 1.40) 略 去 高 阶 无 穷 小 项 后 ,有 
О(Ү,Ү + dY) 
= (A+ XB) '!Q(X,X 十 dX)C4 + ХВ)! (5.1. 48) 
为 方便 起 见 , 令 
c (Y ,dY) — SY ,Y + dY)( 略 去 高 阶 项 ) 
= (T+YY) 1dYG(I 十 YY)-Id7. (5.1.49) 
H C5. 1. 48) 知 
oj[w(Y ,dY)] (5. 1. 50) 
是 Olm 十 nn) 下 的 不 变 微 分 式 . 当 jim 
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ds?— ce;[ CY ,dY) ] 
=tr[(I + YY) AY (U -YYO)'dY] (5.1.51) 
是 不 变 的 二 次 微分 式 , 这 是 Feon EATER RRE. 当 m1 
Е. о, (о), 0,9058 m—1 МАРЕ 4,6, 2m K Om + 
n) 下 不 变 的 微分 式 , 因 此 可 以 引进 mm 个 Finsler 度量 ( 见 文 献 
L63]) : 
Е,(Ү ,dY)— (o;[o CY ,dY) ])3, 
J= lsm, (5.1.52) 
至 于 221 时 对 Finsler 几何 的 研究 , 因 篇 幅 关 系 ,在 此 暂 不 作 讨 
ie. 现在 只 考虑 ;=1 的 情况 . 
把 坐标 了 排 成 一 个 行 向 量 ， 
у= Guo Ymr Y2 Y22973 Уз 
thin sya s '** Yma)» (5. 1.53) 
则 可 把 (5. 1. 5108 Ж 
= ауса + YY) ex G + YY My 


一 > > E cond y«d yg 


1-1 a,B=1 
一 > SH; YKY dydy, (5.1.54) 
i j=l a f=1 
其 中 
H(Y)= (Н) = I + YY), 
K(Y)= (К) = (I + Y YY) `. (5.1.55) 
(5. 1.54) OCm 十 n) 下 的 不 变 度量 , 它 的 Christofel 符号 
lao! 
Ga) CB) 
— CN anaal 9 Еау 9 £n» 9 св) 
22 248 | 9 Узв + 9 Yie 9 yn 
1E (5.1. 36) 的 变换 下 有 
(АУ? 
| . | joo 
G2) Cj f) 
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_ | (rv) | Y 9m, . 9 yp . д y, 
(РА) (дн) I Yw Әх. Өт» 


P y, 9 Tar 
9 Ziad Tijg 9 Ypa 


(5.1.56) 
在 上 式 中 ,为 方便 起 见 , 用 和 号 的 省 略 d okot 1 #U ms dE 
а, BY BH 1 n. 
gi C5. 1. 54) 可 知 
[ (r) 
(срд) бан) 
我 们 选取 变换 (5. 1. 36) 使 得 把 站 (a ,… Le, НИ X, 为 坐标 的 点 
BÀ 2C, 8, ) RELY —0 为 坐标 的 点 , 则 (5. 1.56) 变 为 
(&7) \‹ _ | дум I Ly 
GOGAIL” 2 2.9 238 д Ypa 
以 dzjs 习 上 式 两 端 并 对 指标 j 与 8 求 和 ,得 出 


ky 
агы Ë ) Jx = 8528920] . 
Go) GA) _ ILa Yale y 


把 上 式 左 端 看 作 是 mn X mn Л Г 中 第 (Go 行 第 (CAY) 列 的 元 素 便 
得 出 


lo- 


| ， (5.1.57) 
X-X, 


2Y| |2Y|^ 
Г‹Х,) "АНЕ | (5.1.58) 


这 表示 要 计算 PCXo) 只 须 计 算 变 换 (5.1, 36) 的 函数 方 阵 及 其 微 
分 便 可 以 了 . 
实际 上 ,在 (5.1. 36) 中 取 

D= (1+ Х,Х)у-%*, С=— XD, 

A= + Х.Х), B= XA, (5.1.59) 
便 把 X, 点 变 为 0 点 . 微分 (5. 1. 36) ,得 

dY= (A + XB) "dXD 
— (А + XB) 'dXB(A + XB) (C + XD) 
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= (A + ХВ) 'dXD 
— (A + ХВ) dXB(— В + AXD — СХ)! 


= (A + XB) AXD — CX», (5.1.60) 
E m es xg EE 
2Y "Әу, x-i 
xc (AXB x (D СХ) (5.1.61) 
A d 2x| — [— (A + XB)-dXBCA + ХВ) 1] 


Ox (D — CX) + (А + XBY ^ 
x [CD — CX) Сахр — C X)” 
aY [әу 
rz: 


| = [— dXB(A + XD] -XI 


+1+х (D — CX) ICdX， 


故 fal 24 2x) | = Г ахх, + XX) ] *x I 
Х=Х 


0 


— I+ x (十 XXXodX. 


(5. 1. 62) 
H C. 1. 58) 知 (由 于 X, Ж, HERES X) 
( (RY) | 
| Gay GB) J (Х)ах» =— drat H иб» 一 OKwzndzor， 
(5. 1.63) 


比较 两 端 dzxjs 的 系数 , 便 得 Christoffel 符号 


CKY) 
ИЯ | 一 一 Guxugliaós, — OuKaxuó,. (5.1.64) 
由 此 知 测 地 线 方程 为 
бз | ЧЭ Jaman 
ds (Ga) (g)] ds ds 
ах daa dz; ахь dz; 


ds? ds зани ds ds Kaza ds 


= 0. 
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写作 和 矩阵 形式 即 为 
dX dX ах 
DX q xx»ox X 8X 
-Ža + xx x SX 0, (5.1. 65) 


XE SUBIT UU 最 先 写 出 来 的 形式 ， 
过 及 () 中 任 两 点 的 测 地 线 可 以 把 它 作 一 次 (5.1. 36) 的 变换 ， 
使 之 分 别 变 为 0 点 与 4 点， 
А, 20,23 j= e 


Д = (Ад)усуст,л<а<», Ав = oz j= a. ' (5. 1. 66) 


4 


OP Ма = J; 
= GG), ©= | 
T jg S Tya AS 0, Maj 
方程 (5. 1. 65) 化 为 
df; 2f; EA 
d?  1-clfj* 


= 0, j=l, ,m 


/;(%) = tan Г, Г, = arctanÀ;,0 < s < so, (5.1. 67) 
其 中 So 是 0 至 A 的 测 地 线 弧 长 : 
s= r(0,A) = fas 
c 


= MICE + AA)7dAG + AA) dA])^ 
0 


m % 
= | Siren ; 
而 过 此 两 点 的 测 地 线 为 

X = tan =A, А = arctanA, 0 < s < s,. 
24 PR [TR ШЕЙ Hh Ж 369 ECC. 利用 Morse H 
论 最 后 得 出 Bott 的 正 交 群 的 同 伦 群 周期 性 定理 ( 见 文献 [57]》, 时 
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芳 草 及 后 来 刘 伟 明 "5 就 是 用 此 法 分 别 得 出 了 复 Grassman 流 形 与 
Жл Gn) ig Gn) Ry MUP TE RTBI 3688 es КАН, DU 3 
相应 的 群 的 同 伦 群 的 周期 性 定理 ， 

此 外 另 一 个 用 Grassmann 流 形 的 矩阵 表示 的 好 处 就 是 可 以 
具体 构造 Morse 函数 
M(X) = trr(XAX ), 


其 中 
À, 
A 0 
A= | | , А, = ө. | . 
0 A, L 
v, 
V, 
及 限定 齐 次 坐标 适合 
XX =I. (5.1.68) 
换言之 ,区 5 X, 等 价 的 充 要 条 件 为 
X =TZ,, ГЄО(т). (5. 1.69) 


它 的 几何 意义 是 :把 纤维 从 x: En m n0— k (m,n) 的 结构 群 
GL, RO £445.29 От) Tj 18 £T AEM 


пу: Е, От,п) Sg n.n), 
其 中 ilm,n) 是 适合 (5.1. 68) 的 矩阵 空间 . МЕМО) 5 X рж 
价 类 的 代表 选取 无 关 , 故 是 富 上 的 函数 ,由 于 
X = QU,X)P(a), 
其 中 X 是 局 部 坐标 . 由 (5. 1. 6818 
QQ = (I + XX `, 

故 M(X)— tr[ G,X)AG,X) (Т + XX) 1] 

= tr[CA, + XA,X 00 + XXN] 

= пл + XA,X — AXX +] 

= > + >12>1G6, Ax. 十 高 次 项 . 


j=] a=] 
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由 此 不 难 计算 Hessian [Н: 
3M 
8 x49 Ха 
再 应 用 Morse 理论 得 出 #к m,n) 的 Betti 数 ,结果 是 已 知 的 (例如 
见 文献 L[10]) ,这 里 仅 提 供 一 个 较 简捷 的 方法 ,此 法 还 可 应 用 于 其 
他 闭 的 对 称 空间 ( 见 文献 [77])， 


$5.2 ”外 (m,n) 的 不 变 的 方程 组 
对 一 实 的 N 维 微 分 流 形 M 可 以 定义 无 穷 多 的 黎 曼 度量 (人 参 
阅 文献 [42] 中 定理 6.3. D , 设 其 中 的 一 个 为 


ds? = > gopdzedz4. (5.2.1) 


а,8= 1 
对 于 已 给 出 的 黎 曼 度量 ,自然 地 有 黎 曼 联络 , 它 对 自然 的 标 架 即 
Christoffel 符号 


2) Der E 5 ЕС (5. 2. 2) 
H| £8 az “дах aal i 
给 与 联络 ,就 可 定义 协 变 微分 
Š 
xD (5. 2. 3) 
由 此 可 定义 对 应 于 黎 曼 度量 (5. 2. 1) 的 Laplace-Beltrami 算 子 
N ë: f 
— «В 
Af = 28 iA (5. 2. 4) 
它 作 用 于 函数 (或 标量 )f. 这 是 调和 算 子 
А = dó + да 


作用 于 标量 f 的 情况 .此 时 可 记 为 
4. 1d д 

Af = . 
ú > Vg Ir 


ав д | 
Ук” h, g = det (ga). 


(5. 2. 5) 
显然 ,A 与 所 选取 的 黎 曼 度量 有 关 , 故 调 和 函数 .Green 函数 、 热 核 
等 等 的 定义 都 与 所 选取 的 黎 曼 度量 有 关 . 在 3 是 闭 ( 即 以 前 称 为 
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紧 ) 流 形 的 情形 ,Hodge 定理 之 所 以 著名 ,就 是 因为 他 证 明 线 性 独 
立 的 p 次 调和 和 式 的 个 数 与 所 选取 的 黎 曼 度量 元 关 ( 见 文献 [14]、 
[71].L72.D ;陈省身 的 示人 性 类 也 是 一 样 . 3: J 38 S au JÉ AER] Cak PF 
非 紧 ?的 情形 ,问题 就 复杂 了 . 例如 第 2 章 所 说 的 旗 域 ,可 以 说 是 半 
开 半 闭 . 因此 ,如 何 选取 一 非 紧 流 形 的 黎 曼 度量 为 好 ? 例如 在 典型 
域 的 调和 函数 论 中 ,如 果 不 是 选取 我 们 所 用 的 度量 (例如 选取 最 简 
单 的 欧 氏 度量 )Poisson 核 就 不 存在 , 边 值 问题 的 解 就 复杂 得 多 . 所 
以 选取 一 非 紧 微 分 流 形 的 黎 曼 度量 ,最 好 是 自然 的 或 内 蕴 的 (in- 
trinsic) ,例如 齐 性 流 形 , 自 然 , 最 好 选取 不 变 度 量 . 但 正如 旗 域 所 
说 明 的 ,这 些 不 变 度 量 也 可 能 有 无 穷 多 ,其 中 最 自然 地 是 选取 华 罗 
RER. 不 过 ,正如 第 2 章 中 所 述 旗 域 的 情形 中 ,华罗庚 度量 不 见 
得 是 Kihler 度量 ,在 复 流 形 的 情形 ,最 好 能 选取 Kähler-Einstein 
度量 . 因为 条 件 越 多 ,选择 的 范围 就 越 小 . 这 个 问题 与 Calabi 猜想 
有 关 , 或 者 与 复 Мопр?-Атрегё 解 的 存在 性 有 关 ,丘成桐 "9 解决 
TH Kihler #02 — 20 的 Calabi 猜想 是 一 大 贡献 .在 С” 
中 的 有 界 域 © 的 Bergman 度量 是 一 内 强 的 度量 , 它 又 是 一 
Kàhler 度量 . 在 可 递 域 情形 , 它 必定 是 Kahler-Einstein 度 量 . 在 非 
可 递 域 的 情形 ,就 不 知道 了 . 郑 绍 远 -丘成桐 证 明了 了 : 若 们 是 强 拟 
Pg V Einstein 度量 存在 . 

我 们 考虑 不 可 约 的 对 称 空间 , 故 选择 度量 的 烦恼 就 不 存在 了 . 
因为 不 可 约 对 称 空间 的 不 变 度 量 在 差 一 个 常数 因子 的 意义 下 是 唯 
一 确定 的 . 对 不 可 约 对 称 空间 的 拓扑 积 ,要 求 不 变 度量 是 华罗庚 度 
量 , 也 就 是 唯一 确定 ,而 且 在 Hermite 对 称 空间 的 情形 这 是 
Kàhler-Einstein 度量 . 

实 典 型 域 Us Gn ,n) (或 实 的 标准 超 球 ) 

1— XX > 0 


O XA (Cheng S Y), Fc | dl (Yau S T). On the existence of а complete 
КаМег metric on non-compact complex manifold and the regularity of Feíferman's 


equation. Comm. Pure and Appl. Math. 1980,33 ;507--544. 
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在 下 面 的 变换 中 不 变 ， 
X= (A + SB) (C + SD) 
= (В + ASD 十 CS) (5.2. 6) 
其 中 A,B,C,D 910 m*X mnX mmXn,nXn 实 和 矩阵 ,适合 
AA — СС = I, AB — Ср = 0, 


рр — ВВ = I. (5.2.7) 
这 等 价 于 条 件 

АА — BB—I, AC— BD = 0, 

DD -—CC= 1. (5.2. 8) 


实际 上 ,可 更 一 般 的 , 令 T €3ig m0), 
Y= (A + TB) С + TD) 


= (B + АТО +CT), (5. 2. 9) 
则 有 
I— XY = (А + SBU — STX(A + BT)-. 
(5. 2. 10) 
特别 是 当 S=7 if, 
I— ХХ 一 (4 十 SB)-IG 一 SS)C4 +В). 
(5.2.11) 


此 即 变换 (5. 2. 6) 把 Rre ——H RC Ң 8. [e] HE n] E 
I— YX = (D+T'O) U- TSD + C8)-! 
(5.2.12) 
及 X—Y —(A-c SB) (S — TD + CT)". 
(5. 2.13) 
由 于 当 Xe90, YCS9l 时，7 一 XY 非 异 ( 见 引 理 4. 2. 1) , 故 
QCOCGY)— (1 — XY) X — Y) — Y X> X — YY 
= (А + BTA — ST S — T) — Т8)! 
x ($ — TY (4 + B'S >” 
= (А + ВТ)О(5,Т)(А + В). (5.2.14) 
因此 
QCGOCGYOQQ,X) 
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= (А + BT)QG,T)QO' ,S) (А + BT ) 1.G5. 2.15) 
4 o; CADRE m X m Jy E A 的 7 阶 主 子 行列 式 的 和 (二 1,…,m)， 
由 (5. 2. 15) 知 
с[О(Х,Ү)0(Ү,Х)] G = 1, sm) (5. 2.16) 
Ж Х,У 在 变换 (5.2. 6) 下 的 不 变量 . 
4 X=Y+dY,Ë[] X БҮ 点 无 穷 接近 ,以 之 代入 (5.2.14), 略 
去 高 于 二 阶 的 无 穷 小 ,得 
О(Ү,Ү + dY)= d — YY !dY(I — Y Y) dY 
= (A -BTO[G — TT) dT I — TT) dT] 
x (А + BT) 
= (A + BT )Q(T,T + dT)(A' + BT). 
(5. 2. 17) 
由 此 知 
ol dQ—YY) 'dY(I—YY) ЧҮ | G=1, my (5.2.18) 
是 变换 (5. 2.6) 下 的 不 变量 . 特别 是 当 ;— 1 时 ， 
ds? 一 tr[C — YV) dY U — YY) 'dY'] (5.2.19) 
是 (5.2. 6) 变 换 下 不 变 的 黎 曼 度 量 . 因此 相应 于 此 度量 的 Laplace- 
Beltrami 算 子 A 以 К" АЕ} X = Goin ace RR О: RI 
(RIEF S 6.4) 
Af = >; 2» (2s — jene) (2u - Eas) 


Jk-1ag-1l 


af af 
x I Tað Z 25 Me = Ens) 2r. 


},Ё=1а=1 


= det — XX» рор ы 


J=1 a=1 


х >> [s Е nona). 一 > zu z 
k=1 f-1 à=] 1-1 Жз 
(5. 2. 20) 
在 《 典 ) 著 的 8$ 6. 4 +, Rr 有 Poisson 核 (注意 , 下面 的 Poisson Ж 
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比 该 书 $ 6. 4 中 的 多 了 一 个 因子 [Gas) 丁 :, 以 使 与 前 一 章 保 持 一 
致 ) 


дет (Т — XX) 
V Codet d — XT) 


= р (1 "0+ 1 


J=1 B= 


x [ 十 (x 一 DS Sapp 


POX,D)— 


j=} 8-1 
__ 1 т п 
-7 2 >; 2 aY gru a 一 Z ygY gru a) 
J.k= 1] В,А=1 
"а D оу Угат? +. 中 (5.2.21) 
=1 ВА 


ХШ Х=(„), P=), ГГ=1. 已 证 ( 见 文献 [25]) 
AxP(X,T) = 0. 


现在 考虑 
аР‹Х,Г) 
Xs — фе) E] Lpa? Tog FSD) 


1 n — | 
УР n — D$, — 773 


m п 8 
X > > 32, 9б атыы + х, абда 


jrk=] а, Ё,А=1 


— Ô gÔ pal лыў — ав ьвдьд у] + cx 


m л ә 
X > 2 а х, CO gÔ gaY сы + TOE 
J, Ë=1 а, В,А=1 а 


X=0 


| _ 1 
V (Cr) 


nn — 1)6,, 


UH > LN m + > ER, зву qa 


1 а,А= jela,À— 
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m > ИКА m > ES А 


k=] а,А= 1] 1=1 op 


2 "ир =D > sunu, + У) У) 8,05. ZA 


1 а,4=1 j=l 2.8 = 1 


n 


1 n—] 


a=1 


+ УУУ. 一 >» 一 $n 
a=] a=] а= ] 
+ n(n T ор, + a 
a=] a=] 


v5 nbn — DÀ, + 


n(n — 1) 


(à, + UI 


= 0. (5. 2. 22) 
另 一 方面 ,由 (5. 2. 6) 知 
dX= (A + SB>-'dSD 
— (A + SB) 'dSB(A + SB) (C + SD) 
= (A + SB)^dSD 
— (А + SB) 'dSB(B' + ASY(QD + CS)" 


= (A + SB) ` !dS(D + CS) (5.2.23) 
令 

K= (ж) уснаа» 
S= 6&4, 
Q= (Qn) can = (A + SB), 

Q= (ф)у<ы<сь» = А + SB, 

R= (Ка) «ов = (Р С), 
R= (r4) = D + CS. 
由 (5. 2. 23) 知 


dS = CA + SB3dX(D + C'S). 
此 即 
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д 8, 
CE атр. (5. 2. 24) 


д Tkl 


如 证 (5. 2.11) 一 样 , 可 证 
I— XX = (D+ SSO 1G(1 — S'Sy(D + C'SD 1, 


HERR 
253 22253 (5. - > ss Ré. 
:=1 Aul m 
(5. 2. 25) 
经 变换 (5. 2.6), d (5. 2. 24) 4 
Of ^x ҳл дзь 0s, Ff 
0zrbzip /A 1 9 Lja 0 хы ÒS pOu 
2 
= gpj? aut Bu бз ds, (5. 2. 26) 
H (5. 2. 2504] 


x” КЫ 
> (oa 一 Sr ôr.. = 


a,8=1 


= Sarau 2 2) (а, 一 2s] xz (5. 2. 27) 
现 以 Poisson Ж f — РОХ, ГУКА, Ж Х 0, (5.2.6) 


Ж 9t. 的 自 同 构 , 它 必 将 Rs 的 某 一 点 ( 设 其 为 5。 КОВА X 
二 0, 应 用 (5. 2.22) 于 (5. 2. 27) ,得 


z Р(Х ‚Г) 
Mo (S.)q, GS, рэ, (5. — Уу) EDI 


p= 


e à PX ,U) 
一 Pe re) RR OL xa; oe]. = 0. 
由 于 (gw(So)) 是 非 异 方 阵 , 由 上 式 知 


P(X, r 
> ; (au — У) а = 0, 
ш 


当 S 二 S56, 但 5, 可 以 是 pm 中 的 任 一 点 ,所 以 上 式 对 任意 的 SERr 
成 立 .在 (C5. 2. 100 PR Y ^P € Cr WE T = P, E Cr 取 行 列 
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X 8 
det(I — ХГ) 
= det (I — 5Г,)де:(А + SB)"!det(A + BI3) 7. 
因此 Poisson 核 P CX MARR (5. 2. 6), 有 下 面 的 关系 : 
POX,D) = P(S, D det(A + PB). (5.2. 28) 
由 此 知 方程 即 


SPCS, TT) 
У) (ө, - У) Ev = 0, (5.2.29) 


A,p=1 


其 中 PE Gx. 
由 于 已 经 证 明了 任 一 在 9t 内 调和 , 即 
Af = 0, 
并 且 在 Rr 连续 (实际 上 在 Rx 十 Gx 连续 已 经 足够 了 , 因 在 Sa +G, 
连续 的 调和 函数 必 在 9s 连续 ) 的 函数 f, 由 ( 典 ) 著 中 § 6. 4 知 ,有 
积分 表示 


fob = | rape, P. (5. 2. 30) 
єёк 


根据 (5.2. 29) 


. ` JX) 
> [> i Уа) ÒL 4, 


天 一] 


-f fa» ia. - Уча) PXT) р 


=. Oro. "E 


= 0. (5. 2. 31) 
ЖЕН Be 205 8 d Hi WJ XE 90, Om ,2 时 了 适合 一 个 方程 , 则 
必 适 合 一 组 m^ 方程 ,这 里 证 明 在 实 的 典型 域 Sta Om ,л) 亦 成 立 , 注 
Ж.т 是 对 称 空间 Sk (m,n) 的 秩 . 另外 ,如 果 将 上 式 乘 以 


一 他 zwzw* 并 对 指标 7 了 求 和 , 知 /适合 方程 组 
La f(X) = 0, Lk = 1,*** ,m. (5. 2. 32) 
其 中 
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La = У, э (в, 一 Уо) 
y 


J=1 4,z=1 


2 


ч Š 
x Q 一 222.) Brun. (5. 2. 33) 
p= J 


用 Laf 一 0 代替 (5. 2. 31) 的 方程 是 因为 经 变换 (5. 2. 6) 后 ,由 
(5. 2. 11) 知 


д, 一 S| tray = > Q,,Gë,, — > зы)», 
y=] pri 
根据 (5. 2. 27) ,La 经 变换 (5. 2. 608 


La(X)f = > Q, L, (S)F3,. (5.2. 34) 
P r=1 
如 果 令 
L = (LaJ)igiaen (5.2.35) 
即 把 算 子 Lx 排 列 成 一 方 阵 , 则 (5. 2. 34) 即 
Lxf = аР". (5. 2. 36) 
由 此 可 见 


s; (L f) = о,(1„/у (j= deam) (5. 2. 37) 

每 一 个 都 是 不 变 微分 算 子 . 当 ;=1 В, 
o(Lxf) = Af (5. 2. 38) 
即 是 Laplace-Beltrami 算 子 ,其 他 的 算 子 6, (L/0 >т) 3E X 
性 微分 算 子 了 . 
定理 5.2.1 TES Gn n) PEG is 
Af = 0 
HE SG n) ЖИИ 了 必 适 合 一 组 微分 方程 
L Jf =0 G,&-—1,-.m). 

它 经 过 K On n0 B SERERE (5. 2. 6), 有 如 下 关系 ， 


LaK) f = > Q; G)D[L, (S) fJa, (S), 


pr 


其 中 
(Qa(S)) = (А + SB)! , QaG)) = А + SB. 
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此 外 ,以 上 方程 组 与 (5. 2. 6) 变 换 下 不 变 的 方程 组 
a (Lf) = 0 (1^ 
等 价 , 其 中 工 = (7), ссн: 
1E Y Br 8 1956 年 在 复 的 典型 域 思 , (m,n) 的 情形 就 曾 指 
出 :适合 一 个 方程 
Af —0 
的 函数 f, 必 适合 一 组 方程 
L, = 0. 
这 里 不 过 是 把 他 所 指出 的 事实 ,在 实 的 典型 域 Ror (m,n) 的 情形 加 
FUP" 这 不 仅 在 所 有 复 的 典型 域 ,而 
至 少 在 所 有 大 范围 .不 可 约 、 非 例外 的 下 型 对 称 空间 (参阅 S 6. 
теба 
这 个 事实 非常 重要 ,首先 , 当 т>1 时 ， 
Laf = 0 
是 超 定 方程 , 即 方程 式 的 个 数 多 于 未 知 函 数 的 个 数 , 华罗庚 首先 指 
出 ,这 种 超 定 方程 有 解 , 而 且 给 定 特征 流 形 上 连续 的 边界 值 后 有 唯 
一 的 解 ,但 没有 用 附加 什么 积分 条 件 . 其 次 ,他 提出 了 一 系列 值得 
深思 的 重要 问题 ,例如 ,我 们 考虑 调和 方程 推广 为 Poisson 方程 
时 ,是 否 应 该 是 


Laf = Р, 
还 是 
Af = fo? 
同样 地 ,考虑 热 核 时 应 该 考虑 热 核 方程 
Laf = 2/5, 还 是 A/ = E 
Green 函数 也 存在 间 样 问题 ,是否 应 考虑 方程 
Laf = ó(X —YO0, 还 是 Af = 6(X — Y) 
的 解 呢 ? 这 里 8(X) 是 5- 函数 . 
ТЕЗ ЙЯ: D, 的 情况 ,前 两 章 开头 已 提 到 过 ,要 构造 方程 
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аў 2a P _ 
9 2392} + — [210 дд. — 0 
的 Green 函数 非常 困难 . 如 果 在 D, 调和 , 即 Af==0 在 D: 连续 的 


BU 了 必 适 合 方程 组 : 


Af = (1 一 [2 |? 


Zf 


— _ 22 m 
A f— (1 |а, | ) 2 z,02, 0, 
ау 
= =. 2уг | 一 
A,f= (1 |2,12) 3 2,58, 0, 


为 什么 去 求 和 Af 二 0 的 Green 函数 ,而 不 去 求 方程 组 
Af = 0, A,f = 0 

的 Green 函数 呢 ? 后 一 方程 组 在 双 圆 盘 的 Green 函数 自然 就 是 
z, — w, 
1 — Zw, 
从 而 问题 就 简单 得 多 了 . 但 在 不 可 约 的 典型 域 情形 ,不 能 排除 这 种 
可 能 , 即 考虑 

Af=ó(X—Y) 5 Laf =X — Y)08, 
的 Green r£ Xi E — Pe nl. 

可 惜 华罗庚 在 指出 这 个 重要 性 质 之 后 ,未 进一步 深入 探讨 ,而 
作为 他 的 学 生 , 悟 到 其 重要 性 时 已 晚 了 一 些 , 我 不 知道 是 否 还 有 足 
够 的 时 间 去 弄 清 楚 这 些 问题 ,希望 年 轻 有 志 之 士 能 够 型 清楚 . 现在 
首先 把 9E Gn yz) 的 不 变 度量 的 Christoffel 符号 表达 出 来 ,以 便 把 
AT L; 具 体 写 出 来 . 

如 上 一 节 一 样 可 证 ,此 Christoffel 在 X, € Rs (m,n) 能 够 表达 
为 矩阵 形式 


一 1 
r= [425 [23 (5. 2. 39) 
5 


5 是 (5. 2.6) 的 变换 的 函数 矩阵 ,此 变换 把 X, 点 映 为 原点 ,这 在 
(5. 2.8) 中 取 
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A= (I — XX) 2, В=— ХА (5.2.40) 
便 可 以 了 . 
根据 (5. 2. 23) 
2 — (A4 XBY -x (D СХ), (5.2.41) 
故 
d| 2x| [jx| =- [dAXBCA + XB)] -xI 
Ix [— D + CX)? CX] 
= aXX, — XX. +х 1 
LIS G— XO XX. (5.2.42) 
特别 是 
f 一 】 
[| 2x| БУ | ахх, — ХХ)! «XI 
IX] (2 x, 
LIxI-— XX) XX. 
(5.2. 43) 
由 于 X, d| E Sk Gn n REM A dE Ен Х, @ X. 
(REY) __ 9 $5 9 xay 
me jp) а= 45 Zia 9 Spa 


= ахь М zH ,(X)ó 
+ Òn K a (XT pada p. (5.2.44) 
这 里 为 了 方便 ,用 和 号 的 省 略 . 指标 
¿J k, —1,**,m; 


aB, Y, = 1,: n. 


此 外 ， 
H(X) = (H(X) = d — XX’) ', 
(5.2. 45) 
K(X) = (K, (X)) = QU — ХХХ). 
H (5. 2. 44) 知 ， 
G) |_ 
Ga) GE» |= Qa, H X20, + Q, K .(X )raÓ>. 


(5.2. 46) 
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由 于 
Xd XX) = 1 XX X, (5.2.4D 


故 有 
=, H CX) = KauOOx,. (5. 2. 48) 
以 之 代入 (5. 2.46) ,得 出 
| (kY) |= к | (#7) | 
боз — Lia К“ . . 
(дә — mui | Gay СВ) UD lG G) 
= д.д + p ру 
= дил» + был». (5.2, 49) 
由 此 知 
8“ 
(дав 一 Жылда) 81,32; 
JN 
008 Te aida Са) GB 13 zç 
_ _ of af _ ,. 9f 
= (ди — жылы) д Xj Lig 7» 5 Жу TR I ту 
(5. 2. 50) 


а? 
са Lf = (дь 一 Хы) әр — жыла) 二 


д 
一 (ó, 一 ЖААЛ) Tiy 3 了 = xy (Ó; 一 дыд) 
Жу д iY 


(5.2.51) 
(5. 2. 50) 可 写 为 
2 


(ды 一 Ха) asa 


1 9 Е Tus) xL 


2g? 
1 д д 
+ z/g I pra 一 Жыл) 24! 
HH g= (дек) ‚ & 
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д а 
9 х} 9 XQ 
JX” sz)" оз. i | 6.252 
а ә ә 
9 X. 9 x. 


于 是 (5. 2. 50) 即 为 
8? 
Mf= С 一 Жр) i 
ia jB. са, =a 


= — т /EU xx 24 


24g aX a xX’ 
1 а ; 9f V 
+ > Vox ^ra — X'X) 4 «5. 2. 53) 
af | 9) 
式 中 jx -isx|^ 
于 是 
Lf = (1 — ХХ')МҒ. (5.2.54) 
给 与 fo, 考 虑 方程 组 
Lf = fd (5. 2. 55) 
或 者 Lf = afr (5. 2. 56) 


的 基本 解 ,是 作者 现在 还 未 有 办 法 解决 的 问题 ,只 好 留待 以 后 或 后 
人 去 解决 了 ， 
现在 仅 考虑 Stk (m,n) 的 不 变 度量 测 地 线 方 程 组 
ау (kY) |dz, „бхз _ 
T + I| GOOD) T t o (5.2. 57) 
如 $5.1 一 样 ,可 以 由 (5, 2.46) 得 出 以 上 方程 的 矩阵 形式 
dX ~- dX dX 
ds tT ХХ) ds ds 
= 0. (5.2. 58) 
过 Я (тт) PER BJ RUE 26, RT D12805. 2. 6) 的 适当 变换 ， 
把 它 化 为 过 0 点 与 人 4 点 的 测 地 线 


dX av dX 
ed XX) X SE 
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А; = 0,2 = J; 
A= GQ), AS É din 
SG ax. 
于 是 测 地 线 为 
0, s 
XG) = (Tr. (s)), Zm. (s) = | ez . (5.2.59) 
thas, Ща = j, 
1 1 — 4; ; ... 
式 中 a; 5,108 Т-А? j= 1, m, 


其 中 0<5<5,, о 为 0 与 4 的 测 地 线 长 度 , 即 


m | 2 i 
(log i-i] | . — 5.2. 60) 
j J 


50 一 7(0,4) = A 


j=l 1 
如 令 
_ _ 1, 1+4, 
r; = r,(0,A) = 2108 1—À' (5.2. 61) 
则 有 
À; = th r; = th z(0,4). (5.2. 62) 


H ЕЙ £ X.YC Ran n R| Z22836: (5. 2.6) 恋 为 0 与 4 点 ， 
两 测 地 线 长 度 是 经 此 变换 不 变 的 ,因此 ,由 (5. 2. 60338 
r(X,Y)= r(ry CX) ty O0) 


m РА 
= (4,0) = 57600,0) . (5.2.63) 


了 一 | 

A 

ri(X,Y) = r;Gy(X),0), (5.2. 64) 
则 有 

r(X,Y) = (2(X,Y) + +++ r2(X,Y))2. (5.2.65) 
ЖУК, ra ЕЕЕ. Н] A 32 EE НУЖА b RR 
X = UAV, U 与 V 为 实 正 交 方 阵 . 
А, 
А= ы. ‚0 
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th ғ; 
= s ,0 
th rn 


ЖН л, z, 的 平方 和 是 0 点 至 XX 点 的 测 地 线 距离 . 记 


, (5. 2. 66) 


Vi, VV; —1. (5.2.67) 
th rn 
nsn, SU RV. BRRR ERZA AAEH. rrn 
除 次 序 以 外 ,唯一 地 确定 . 如 规定 r2 rna ЈЕ — B) 0538 
地 坐标 唯一 确定 . 


55.3 不 变 度量 的 Laplace-Beltrami 算 子 


实 典 型 域 Renn) (mn) 的 不 变 度 量 (5. 2. 19) 可 写 为 
ds:= tr[ 4 — YY')^dYG — Y'Y) 'dY']J 
= tr[ Q — YY') !dYY' (Т — YY!) YdY:] 


+tr[(I — YY'> 'dYdY']. (5.3.1) 
现 用 和 矩阵 极 坐 标 表示 上 式 . m Xn KEREY ISA 
Y= О(Л,0)У, 
A 
A= `. s ДА,А, EM, (5. 3. 2) 
А, 


其 中 U 与 V 分 别 为 m 5j n NEREZ BE UR ОЗ ЖО. 由 于 
dY = U[(dA,0) + 8UCA,O) + (A,038.VTV, (5.3.3) 
其 中 
6U= 0-40 = (gx), 
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àV-dV«V- (фр) =— &V'. (5. 3. 4) 
记 
v, Vy, 
àv = ， (5.3.5) 
x x Hn — т 


m n— m 


则 (5. 3. 1) 可 写 为 
ds*— tr[(I — AA!) (dA + 8UA + AV — M Ду! 
X (dA + 9UA + APY] + tr[ (I — AA А, A] 
(5. 3. 6) 
ds’ = tr[(T AM) ТААС — I A)7!dA'] 
T trL — AN ОСА + AW. (I — ЛА): 
X (GUA + AF Y] + tr[A' q — AAD 7 AV, Y, ). 
(5. 3. 7) 


因为 67 与 wr. e E Б рну, i 
а= (ао 1 于 和 + >| Pada + As | 
Va — 300 — à 


j=l Ја 1 


+ 27551-0 Ae jJ 


— < 1 + 4; [ (Q4 À + Аф? 
Е dlog | ы] + 3a ds 


jk 


(954; T Аф)" < 
ta-»à- 51+) 32 DG 


_ 1+4 
ЭЕ diog =Í re Da Ay (Pete 


IZR 


С + >> 2 dy Y. 


(5.3. 8) 


% + 2A% 
АА 2 + 2 


这 就 是 (zzm) 不 变 度量 的 矩阵 极 坐标 表示 . 


c 
X 
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ІФА 或 者 Athe. 
1—4À. š 
Д] о ,srs 与 可 的 局 部 坐标 0，…, 信 rom- 及 Stiefel 流 形 
VV, = 1 (V, т X n EHE) 

的 局 部 坐标 各 ww-5 асн Un r, Di бы „ЁК 
以 0 点 为 中 心 的 伪 测 地 坐标 ,，… ,ra 称 为 此 坐标 的 径 向 部 分 . 对 
于 伪 测 地 坐标 

ds? == Sas 十 Dchir chir (9a py) 


1 ju 
th?r, 十 th?r, 2th rith r ] (Фа 
2th r,th zr, — thir; + th?r,] (yi 


m п-т 


+ У) > shr, + (фы). (5.3.9) 


J=1 e=] 


因此 ,Rk (m,n) 的 不 变 体积 元 素 为 


np 
a — 2D — А) 


"e 


гу == Llog 
2 


Y= Па ~ 
J=1 


m À Bul m п-т 
x 一 一 一 一 dA,*dA, ( 7 в)? M ja 
Ш) meme [у 


H (shir; — sh'r,) 
J«k 


m 


. [| sk”, 


j=l 


m n—m 


х 4-0, [ео HH [lg 


jc j=1 a=] 
一 Cass TT shed dr 
j-1 
x dg -dg m 
= gr, dr,dó,-d6,,,, (5. 3 10) 


式 中 
eG, Tn) = || 52, — shèri), (5.3.11) 


J<k 
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VE = llr Tn) | TT sh" "rgo 0, (5.3.12) 


j=1 
其 中 00) = d (0,0 iu (5. 3. 13) 
是 仅 包含 0, ..... wm 的 函数 ， 令 
(o! б 0”) = Crist r, ‚0, Пы 0, ou) , (5. 3. 14) 
ds? = > g,do'do*. 
е1 


于 是 Laplace-Beltrami 算 子 为 


af 


— q 2 m+a,m+8 UJ 
TROS $^ z] (5. 3.15) 


这 是 Laplace-Beltrami 算 子 的 擅 测 地 坐标 表示 ， 


为 了 用 内 切 超 圆 坐 标 表 示 A, 先 用 变换 (5. 1. 19) 4890 Gm sn) 
映 为 无 界 域 Өк Gn n) ,其 次 在 此 空间 引进 度量 


一 1 


ас? = «(820 一 x,x;) (dX, — 2dX,X;) 


; —1 
x (em — х,х,) (ах, — гах,х | 


+ ic (E E x,x;) ах ах, (5.3.16) 
此 度量 在 (5. 1. 22) 的 变换 下 不 变 ,因为 有 
la, T XD nu X,X, — ZEE + T 一 ттд, 
(5.3.17) 
K dX,= A'dT,, 
dX, — 2dX,X,— A'(dT, — 2dT, ° Т,)А. (5.3.18) 
度量 do? 系 由 Ja (myz) 的 ds: 所 诱导 . 为 证 明 此 点 ,要 证 明 把 变换 


(5. 1. 19) 代 入 ds: 得 出 do? ,但 两 者 皆 是 不 变 度 量 , 我 们 只 须 证 明 在 
了 一 0 点 对 应 的 和 =(7,0) 代 入 便 足 够 了 ,实际 上 ,此 时 由 (5.1. 19) 
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p 
dY [x-a.o = (— dX, ,2dX,) , 


ds?|, ,— tr(dYdY') = пахах, + 4аХ ах. | 


另 一 方面 
do| x-a. = tr(dX,,dX 1) + 4tr(dX,dX,), 
因此 有 
ds? |у = do? |x_ оо. 

这 即 是 所 要 证 的 . 因此 我 们 仍 用 ds: 表 示 (5. 3. 16) 定 义 的 度量 ,把 
它 看 作 是 Rk m,n) 的 度量 的 内 切 超 圆 坐标 表示 . 

变换 (5. 1. 26) 把 Š, Cm. n) — —JHh BRA SE Wa JÉ Гь Gn 02. 由 
(5. 1. 26) 知 

dX,— A'[8A( + BB! + K) + (I + BB! — К)дА! 
+ dBB' + BdB' + dK]A, 


dX,— — А' (АВ + dB), (5. 3. 19) 
其 中 
ФА = А—'дА'. (5. 3. 20) 
故 
dX, — 24Х,Х, = A' (8A + 8A + MA, (5.3.21) 
其 中 
ü= dK + BB'SA' — 8ABB' + (BdB' — dBB') 
+ (АК — КдА'). (5. 3. 22) 
此 外 ,由 (5. 1. 26) 1 
lan +X) — XX, = АА. (5. 3. 23) 
因此 


do! tr[ (6A + 8А' + 0) А + дА' + Q)] 
+ 4tr[ (8AB + 48) (АВ 十 dB) ] 


= > halo dodo, (5. 3. 24) 


jk=1 
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其 中 of 是 内 切 超 圆 坐标 的 (4,B, 开 ) 的 独立 参数 ,为 了 计算 
halo), 即 计算 mn тп 方 阵 

Ho) = (y, (G)), (5.3.25) 
我 们 需要 利用 Da (m,n) 是 一 群 流 形 的 性 质 . 每 一 点 c€ Tk (т.п) 
可 看 作 是 作用 于 $xCm,n) 的 一 个 变换 
o:T >X = To, T € Sy m,n). 
引 理 5. 3.1 iE O ER 的 一 个 域 ( 也 可 能 是 无 界 域 ), 是 一 
个 N 维 李 群 ,可 递 地 作用 于 D. 假设 D AR UE E 


452 一 Басов N 
EERO ТЕЛЕУ, E 是 从 右 作用 于 5, gm mg onam 


坐标 表示 ах“, Ч D 中 一 个 固定 点 хл, TT RT HJ © 的 局 部 坐标 表 
ZR ds? ,使 得 


N 
一 > za (х0)! (xo) 


j,k=1 
= $ ha (o)dodø, 
a,b=1 


在 此 我 们 以 (a =1,-- MER ce@@ 的 局 部 坐标 , 此 外 , 若 令 
Ho) = Chala), RLN? 
or 为 群 的 元 素 vszE @ 的 群 乘积 ,e 为 @ HALER, R oor 是 


G 中 的 右 移 ,此 右 移 的 函数 矩阵 设 为 
от)! . (от) 
до! да! 
aer) _ А 
8 c und . " . . 
Kør)! . дот)“ 
ac ^" gg 


H (от) 为 or 的 局 部 坐标 , 则 有 
wor -= [e] | Ce pe _. 


证 由 于 d*" 是 在 多 下 不 变 , 并 从 右 作 用 于 ©, EDS z€ ?, 
aC OU E 


$5.3 ] 不 变 度 量 的 Laplace-Beltrami 算 子 241 
> ga (zo)d(zo)id(zoyt = Sga(x)dridat. 
同样 , 当 rE@ 时 ,有 
Dga (х0) (20г)/4(20т)* = Dgn(ro)d(ro)d(ro), 
以 < 一 za 代入 , 便 得 
2 haGOd(Go"d(or) = Sh, (G )dasdoa, 
由 此 知 


- | 
не) = XP Ob . 


де dos дс к=, 
引 理 证 毕 . l 
1 Gr H or € 9 的 局 部 坐标 , 则 有 
N а 
d(or)” = 5 or) dø. 


b=] 


> 


N 


dx= Ent uu = [Em 42, 
= 1 соі 


ах | Xor)’ do | Гә(ог) | ` I 
dæ | д в? | dy? 一 l де L. . (5. 3. 26) 


则 | 理 5. 3. 1 中 包含 了 


N 
h*(g) = Уе" z S5, (5.3.27) 
с,4= 1 
其 中 e — (е), 
此 外 , 令 
da de" 
4 _ dy! dy! 
3 . . . 
d = | | = : *. : . (5. 3. 28) 
т=0 døg! dg” 
dx* dx" 


由 于 h = detH (o) = eder z| ， 
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故 


dx 
Af = det do 


|" д 
> zi 


1 s. de dë 2 
dx 2, dx : dx ` d 
t de 
由 于 Ou 0 ЮА N — mn 与 Ta 《m,n) 的 维 数 一 样 ,我 们 
可 应 用 引 理 5. 3. 1 来 计算 (5. 3. 24). 令 zo 为 San 00 E (L,00 , 
以 aT = X= To 表示 变换 (5.1. 22), г:Х = Xr 表示 变换 
X, = А, (X, + К, — 2X,B, + В,В,)А,, 
X, = A, (X, — В,), 
其 中 (4 ,B,, 开 ,) 适 合 相当 于 (5. 1.23) 的 条 件 ,并 且 4, 是 上 三 角 方 
阵 , 对 角 线 上 的 元 素 为 正 . 则 变换 ari To Тог 有 
X, — A(T, + K — 2T,B + BBA, 
X, = А(Х, — В), 


ае 


(5. 3. 29) 


(5. 3. 300 


其 中 
À = АА, B= B+ АВ, 
Ё =K + A К.А- 十 BB4- — A 1Bp B. 
当 r=0 Bp 
A = A7, B, —— АВ, К, =— AKA. (5.3.32) 
应 用 引 理 5. 3. 1, 要 计算 (5. 3. 220 HE EZ E H Coo f [B , Hl Ж 
计算 


(5. 3. 31) 


da db dk 
dà dà 4 
r —1 dla,b,k da db dk 
ter) _ bb са о F333) 
до | . 4,5,5)  |db db db 
de db d 
d а di 
微分 (5. 3. 318 
dÄ = Аад, 


dB= dB — A^dA - A'B, 
а= dK — АЧАА К,А! — A 1K AAAA! 
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一 (BBI4-d44- — A 'dAA BB) 


+ (dBB,4- — A-B dB), (5.3.34) 
把 (4,,B,, 开 以 (5.3.32) 的 值 代 入 上 式 , 便 得 
dA= A`'dA, 


dB= dB + A^dAB, 
d= dK + A?ÀdA'(K — ВВ) + (K + ВВ dAA `! 


— (dBB' — BdB'). (5. 3. 35) 
将 以 上 方程 作为 dA、dB、dK 的 方程 ,自然 有 : 
dA= AdÀ, 
dB- dB — dÀ B, (5. 3. 36) 


ак= dK —dXK — KdÁ + dBB 一 ваб. 
如 果 把 上 式 看 作 是 d4.dB.dK 5 då dB d 的 元 素 的 线性 方程 


组 ,这 个 方程 组 的 系数 所 成 的 短 阵 妈 为 | 2 | 。 .为 了 计算 此 


线性 方程 组 的 系数 , 令 
A= (an)， 其 中 arp > 0, 4 p 27 q ›а„ = 0. 
А= (2,0, Hà, > 0, 4 p >q, än = 0. 
H (5. 3. 36) 的 第 一 组 方程 知 


т 
da, = Уа, = > даа 
?一 | 


pS<t<cq 
此 即 
da,, = dà,,a,,, P = 1, m, (5.3.37) 
da,, = айа 
4-1 
+ dá,a,, + > dà,a,, 34 p < q 了 时. 
¿= pl 
令 a, = е, b= 1," m, (5.3. 38) 
则 (5, 3. 37) 即 为 
du, = dà, , р = lsem; (5. 3. 39) 


q—1 
dap = dà,a, + йе 十 T, dàyay. (5.3. 40) 


l=p+1 
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用 (5. 3.26) 的 符号 ,上 式 即 为 


da . 
да, = б, Pij = 1, m, 
da. (5. 3. 41) 
а 
dz. 一 д.а pa» P < g. 
将 4 与 4 的 独立 元 素 如 下 排列 ; 
a= (u, Um sQ 2 t Aimas" AmI" Amim] 
- ~ _ x _ _ _ (5. 3.42) 
A= (dy nm дузду 23 9 Gam U... *5— },„). 
H (5. 3. 39) (5. 3. 40) 可 知 
da _ ([Г” К, 
-二 = , (5. 3. 43) 
da | 0 Li 


Et RE mX Lm n — DERE, EREE agp Dm — 


KO LUE m DREZAN E H m— Ve em 27 
ehem 814 ее Вр 


det L, = exp > (mn — Du,. (5.3.44) 
j=l 
% B=(ba), B= (0). 由 (5.3.36) 第 二 组 方程 知 
db,,= db,, 一 > da,,bis 
1-1 
一 db,; m dà, b, m >; dá „в, B = 1, n — m. 
i=p+1 
(5. 3.45) 
| 是 de —_ 6 =], = — 
特别 是 da. 一 pm Jj—]l.esm; В = lea л. 
J 


(5. 3. 46) 
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jg B 5 B ioc se ЮП 


b= (On 2 К sb, nm On sOn 2»7** Dun m» 
b— (Б, Bizs T T n—m*^ 2 V TE (5. 3. 47) 
则 有 
do dp R, 
w ， сү 一 . 5. 3. 48 
dë da " f ) 


其 中 RJ m Xm т), ETARE, ну E: pp 的 一 次 项 . 
S K= Qu) K= n) ARERR E. HG. 3. 36) 
三 组 方程 知 


dkm = dk, 一 Уа, — > k, da, 
m 1=1 
+ > С m bredba) 
B=1 
= = di,, 一 da,,Ë,, 一 uk pq D 


9-1 c" Ll 
+ Ada, 一 > (db,gbs 一 dpopboe)， 
mer 8-1 


34 0 —< q BJ. (5. 3. 49) 
特别 是 

dk 

dà, =— (0, + 85, M p < g Bf. (5. 3. 50) 
JE K = R= (oo) 的 独立 元 素 排列 成 向 量 


Ё 一 Gigs Eis б s Rims iu, (5.3.51) 
Ё 一 (Eak i h us UU 


H C5. 3. 49) 4] 
d£ d£ К, d£ 
-= =], = ° > 一 Й . 3. 00 
di dà -| | di M (5. 3. 52) 


其 中 RJE m» y mGov- DER ОБЖ О, Ж А-О, 


ГАЗ. {ШЖ m Gn DX im DFE. M Æ љ(п-т) х 
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отот DERE, Е РАНЕ Й. 
Hi (5. 3.43), (5. 3. 48) 5 (5. 3. 52) 得 出 


(I R, R, R, ” 
lmm- 1) 
(от ) u 0 L, L, L, 2 
дс um 0 0 lI M m(n — m) 
0 


0 0 I imo — 1) . 


(5. 3.53) 
为 了 计算 He), JEG. 3. 24) 取 А=1, B=0, К=0,{ Җ 
42 [CdA + dA»*] + tr(dKdK') + 4tr(dBdB') 


= Улаш + 2У (dap)? 
71 


J<k 
+ 4S S db! + 2k) 
j-1 B-1 je 
= 2 ha )dolde'. (5. 3. 54) 
P k=1 
令 и = (и! Uu) = (а,б,Ё), (5. 3.55) 
则 
H(e) = AI? A UTTO gy aree фә), 
(5. 3. 56) 
其 中 АФВ трал 与 B 的 直 和 , 即 
A 0 
АФВ = . 
ee š 


因此 
[Н‹е)] 1! = lp e let 


70-5) 


1 roc» gy; 
9 II O "xi 
(5. 3.57) 

根据 引 理 5. 3. 1& (5. 3. 53)、(5. 3.57) 有 
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[Hey [EMT | [HOT E | 


дс ш. 
1 
nel 
I 0 0 0 
| lr 
R L 0 0 2 
R L, I 0 lj 
R, MI 4 
FL 
I R R, R, 
„|0 L, L, 
0 0 IM 
0 0 0 I) 
I R, R, R, 
116 АТШЫ RAGHLL RR, +2141, 
4 |R, RR +L. RR. +L +I — KR + alol + M 
R RR, + DL RR +2011, +M RR, +, 4MM 


(5. 3. 58) 
Bb LEGO] IB m AA т Жү is ab. k 的 一 
项 ,而 其 他 元 素 最 多 是 二 次 多 项 式 . 令 


й = (й,5,Ё), (5. 3. 59) 
Р _ <S „йй 
һ*(о) = 2j dz (5. 3. 60) 
其 中 (cm ) 为 对 角 线 方 阵 , fü AE 00 Ж уай. 此 外 ,由 
(5. 3. 58) 知 
h -一 detH (о) = "лт (det L)? = 2 mt фо)? 
(5. 3. 61) 


是 只 包含 (x $t ,и") = Cuist шь] RR, У 


@ = (tu) = Е > 一 24] (5. 3. 62) 
je 
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因此 对 于 内 切 超 圆 坐标 


Lol 5? » 9f 
s- x 9h 2 
A NS д 8f 
+ xc [| hh 22 | 
之 之 = V h ди; 
+ > x [Г |+ У - ЕРА 
a=m+] Е 1 р 9и" 
(5. 3. 63) 
在 上 式 第 二 项 中 h =h” 
Q = lesumif = m+ 1," ,mn), 
Hi (5. 3. 58) 知 是 不 包含 Ui ,Um 的 , 故 
各 v. af 
uL А 
> > > “h E 
= ç X 1 29, na af jB а? 
» xà дм," ди? T^ ди,д и” 

a. x 18 18 
-5$ l- Е Lf +% P| 
j=1 #=т+1 и 

аА? gf 9 f p Əf 
;RZIKCéT `ди, xot 25). (5.3. 64) 


根据 (5. 3. 60), (5. 3. 55), C5. 3. 41), C5. 3. 46), (5. 3. 50) ll 


NC аһ? _ S jo en Su) 

#511 ди? 661 049 di gg" 
_ x 2 = du de) 
i В=т+1 ди? 1 dá, dz, 
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a /dk 
LI 
UU 3 kp dá; 


i -X3- да дла) PES DE (бб) 


P< q =1 8=1 


Е Ys тя 2, GG, + Ò kad 
Gn — J) 


G —1 
(5. 3. 65) 


—0—D (n — m) 


=— (п — j). 


将 上 式 代 入 (5. 3.64) ,得 
SN， d 9 з 9f 
2424 Леа эр| 


= = Мора 


+ 2) n — (m -s| (5. 3. 66) 


B=m+1 


将 上 式 代 入 (5. 3.63) ,并 且 利 用 
T. 1 a a 9f. A 2: f 1 8% af 
E |- Е + P ди; a 


- Ме — Din — pf 


之 Sh ди; аи 
- 518 - у" -p 9, 
(5. 3.67) 
Í м=р о DOPO 
+ > ao Mf), (5.3.68) 
п c(m,n) = Ун pe p. (5.3.69) 
М) = У гг — (т 一 pf + > һе 22. 
(5. 3. 70) 
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定理 5. 3. 2 ”在 实 典 型 域 Pls (m,n) 中 ,不 变 度量 (5. 3. 1) 的 
Laplace-Beltrami 算 子 A 对 于 内 切 超 圆 坐标 (4,B,KK) 的 独立 参数 
Ü um QC vsum) Ep Qd sun) Qn stus AE 


则 不 变 度量 可 写 为 
d; = Sh, GOduidw, 


j k=] 


其 中 
[H] = Q) 
是 (5.3.58) 的 形式 ,而 算 子 À 对 于 内 切 超 圆 坐标 为 
af 


Af = эр z + (n = m) SL — c(m,n) f 
DE MAP)» 
其 中 c@,n) = Эт —дре—р, 
M.f = Bla -opr 22425. 
Ё=т+1 


注意 ,在 (5. 3. 68) 中 ， > Q MP JE Qi um) € 
R" 的 全 微分 . 如 果 f = ne utu, 国定 时 ,已 知 ARE 
是 zx 的 二 次 多 项 式 , 若 
уи) = 0 
则 由 Stokes 公式 可 知 
| >; 55 CM, f dut edu = 0. (5.3.71) 


а= ml 


根据 定理 5, 3. 2, Rerin n) KER EH Laplace-Beltrami 算 子 
对 内 切 超 圆 坐 标 能 够 分 解 为 两 部 分 : 


1 


不 变 度量 的 Laplace-Beltrami 算 子 
А= 4, +e 


m 


a? м д 
Q — — — 
Mo > p + (n "m2 Зи, cim ,n) 


1 


是 一 个 常 系数 椭圆 型 二 阶 微分 算 子 ; 


Vc. 9 
е = M 
> ди“ 
是 变数 until... vw BARS T. 


实际 上 ,8&, 又 可 写 为 


在 热 方程 


af _ 
ot ` 


f= 


€, =c (m,n) 


则 方程 化 为 


Q = 十 … +Q. 


а? д 1 

Ja + (п — m) Эш, 一 3 0m. 
2 

27 + (п — 12. — Len.) f 
I 


a lg mz 
fc, =e re 207 (х,у, 


熟知 ,此 R 中 的 热 方程 的 热 核 为 


(zt = TT. 


лі 


引 理 5. 3.3 у — 9, 7 的 热 核 为 


CS 


ц) = етт Tin + 
т 


x JI AGO. 
ju 


= c(n,n) + TO — m), 


tu ) 


m 
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(5. 3. 72) 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


3. 


73) 


. 74) 


. 75) 


. 76) 


. 77) 


‚78) 


.79) 


.80) 


81) 
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$5.4 积分 变换 


E; Y= (Y,,Y,) € Ў, (m,n), m xin. 根据 (5. 1. 21) 及 


(5.1.26),# 
( — YY’)! 
= LG + X) хх, — XX G+ X.) 
= lu + A' +BB — KAKAA) 


X LI + A' d + ВВ + K)A] 


СА! + A! + A'(BB' — К)] 


x [A + A^ + (ВВ + К)А]. (5.4.1) 
引 理 5. 4.1 ig ЛҮ) Я, On MHAR, E ТЕЛ Н КЕ E T 
群 下 不 变 , 即 
FQ) = f(UYV), U € OG»), V € Ow) 
必 是 (一 YZ BEC. BIS ЕУ 


. 1 _ ; ， ， 
一 | Ас! A А (ВВ — K 
x LA + A^ + (ВВ + К)А] 
其 中 (4,B,KK) 为 Y 点 的 内 切 超 圆 坐标 . 


证 ië Y=U(A,0)V, 
À, 


A= КУ , А," s Àm 为 非 负 的 . 


А, 
由 于 


A= [4°]% 
= [I — 0 — ләр 
= (Q — Abd — AD: — П) 
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= [q = A5 1 Гра — M) 
—U'([a ҮҮ — IJ d YY YU, 
及 (A0) 2 U'C(CGO — YY > = I]! 
А U 0 
ха уо] | 
0 I 
因此 
РОР) = f(A,0) 
= fata — YY o]? d — УУТ) 1) 77,0). 
令 上 式 为 fCC 一 YY') 0. W (5.4.1), 8451. | 
现 考虑 йк On ,n) BJ buy E 


af 
3 74^ (5.4. 2) 


Bp f—fQ(.o.Y €) ER. REKE (0,00), ЛК > 
0. 函数 

Н(Х,Ү н) (Х,У) € Ry x Rr XR (5.4.3) 
称 为 热 方程 (5.4.2) 的 热 核 , 若 它 适 合 


"m Н AH, HO Y,DO-HO,X.0; 


Gi) 对 任 一 在 9lg Ол ,2 连续 并 有 界 的 函数 (Y) ,有 
lim aOOHOGY.DY = «00. 
Y€ Rgn) 


其 中 立 是 不 变 度量 (5. 3. 1) 的 体积 元 素 . 
体积 元 素 Y 显 然 是 在 变换 (5. 2. 6) 下 不 变 的 ,因此 自然 地 要 求 
H(X Y ORAE , BU 
H(cCX),r(Y),D = H(X,Y,t), (5. 4. 4) 
RB X—cOOSR C. 2.60 АР. 我 们 选取 r= ry ,这 是 (5. 2. 6) 
中 把 Y 点 映 为 原点 的 变换 , 则 有 
HOX,Y ,0 = Н(т(Х),0,2). (5.4.5) 
这 就 是 说 ,我 们 求 热 核 ,只 须 求 HOX.0.038 еу, Н 
一 在 R 连续 有 界 的 函数 ОЯН 
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lim XIH CX ,0,t) X= Q0), (5. 4. 6) 


107 Y€ Rk nn) 


Д H(X,Y, >= HG(ry(X),0, В. 


H F EBE zy OX) п A 
ry (X) = U(A,0)V, (5.4.7) 
其 中 正 交 方 阵 U 5 V 的 元 素 显 然 是 各 与 了 的 函数 ,4 亦 然 , 即 
А(Х,Ү) 
A= 
A.CX,Y) 
th £z CX,Y) 
= э. ， (5.4. 8) 
th £z, CX,YO 
其 中 


r(X,Y) = (AX, +: 十 Cr XY) T3? 
(5. 4. 9) 
是 XX 到 了 的 测 地 距离 .由 于 五 (X,Y,t) 特 别 是 在 (5. 2. 6) n fi JE 
点 不 变 的 固定 分 群 下 不 变 , 因 此 有 
Н(Х,Ү,1)= H(XA,0),0,0 (5. 4. 10) 
= А0 (Х,У), ur (Х,У) ,0), (5.4.11) 
ЖФА rotorn 是 对 称 的 ,因为 在 (5.4.7) 中 可 以 选取 О SYV, 
使 得 4 的 对 角 线 上 的 元 素 可 以 随便 调动 . 因此 ,我 们 只 须 求 方程 


Ih 
9t ^ (5. 4. 12) 
mi h-hGi о ЮЖ ту, nsns 的 对 称 函 数 ,其 中 
Ti = nOX,0), r, = r,(X ,0) (5.4.13) 


是 原点 的 伪 测 地 坐标 的 径 向 部 分 ,使 得 
H(X ,0,t) = hG,(X 0) 7rn(X 0) (5.4. 14) 
适合 条 件 (5. 4. 6), AG OC YO sor OG Y) 0 fB RR. 由 于 
对 任意 实 的 正 交 方 阵 忆 与 Y 有 — 
hG (ОХУ ,0), r, (UXV ,0),2) 
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一 hG (X ,0), r, CX ,0,D, (5. 4. 15) 
根据 引 理 5.4. 1,A 能 表 为 


hriy ro 一 „(ФА + A + A'CBB! 一 К) | 


x [A + A7 + (ВВ + Кул). 


(5. 4. 16) 
其 中 CA,B,K) 为 X 点 的 内 切 超 圆 坐标 , 因此 可 以 求 内 切 超 圆 坐 
标的 热 方程 


Әһ, 

dt 
的 解 h iR (5. 4. 150 E XL] AG no DIR GR TE CO. 4. 6, 
便 构造 出 热 核 了 . XH 9,5 9 分别 由 (5. 3. 73) 5 (5. 3. 74) 所 定 
X. 
B 


= Ah, = Qh + ©, (5. 4. 17) 


„(2а +A + AGB! — К)] 


X[A-4 A^! + (ВВ + KAJ.) 


是 热 方程 (5. 4.120 9 2842 H(X ,0,089 P3 USE II Ae GR. 


NUR st sm ,1) 


1 1 - 
= шев] м NEC TA 


+ A'(BB' — K)]LA + A^ + (QI B + кулы 


X du". du", (5.4.18) 
并 假定 h, 对 и 适合 条 件 (5. 3. 71). 注意 ,这 里 u= (и Usu) E H 
(5. 3. 55) 定 义 的 . 应 用 定理 5. 3. 27€ (5. 3. 71) 知 


ah 1 | дА; 
Qt Djed at 


du"! dum 
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1 m тп 
一 f „Айзи бн 


= : K + Qh du"* dam 


д" 0 


= =| | p Loh Ddu” t'i... da" 
gna - 


= 一 一 二 六 | Ada! dans 
gni 


一 Rhos 
此 即 由 (5. 4. 18) 定 义 的 如 必须 适合 上 面 的 热 方程 , 根据 引 理 
5. 3.3 及 下 面 的 引 理 5. 4. 5 As Cui s tus OM REdEEA FIDE X 


ho Gn ttt uus) 


1 7 т 
23"m0-7v nua E comu 
= e am e ze mft. (5.4.19) 
了 一 | 


Л 


现在 是 如 何 构造 h1? 这 须 应 用 下 面 的 几 个 引 理 . 
在 此 我 们 先 说 明 一 些 符号 的 含义 : 设 FORE p E e on UN 
实数 ,r 关 0, 当 p 之 0 时 ,定义 
LE CO) ыл, а» = СЕО) Zee, Aa ү)? 
当 o< 0 时 ,定义 
[F (o) Јаго = LE Co) Jo= -oaf Vara p Маа)“ 
引 理 5. 4.2 设 oÆ) ER, XR 的 可 微分 函数 ， 
v— (u, ED, D E R° 中 一 个 域 . 若 对 每 一 个 vE 9 # 


lim (p + а?) || = lim (0° + с?) 2| = 0, 
P a] oo p o eoo | да 
其 中 是 一 正 数 , 则 
fGr,0,u) 
— 1 +оо 1 2 
л ME до end de 


Ш 实际 上 ， 


$5.4] 积分 变换 257 
ep 1 ape 
1, ° А йг 


ch2o= ceh2r 十 z2 
[== а . ; 
вбок veo 


— x 


+ меһр 一 iv] do dr 


ch2p 一 ch?r4- c? 


— pep 9 ` 2 зү „2 
= | NINE n 二 /os «р 00) — е 


+ М (сір + 0?) — о? — А dr dc 


ch! p- o? — ch? p "a 


f-4 oo 


NECI VE— о? 


4 —со 


+ VE 一 az 一 А | do дт. 


ê=ch?r+ o? + т? 


把 上 式 两 端 乘 以 一 1/r 之 后 用 极 坐 标 o—7sin6.r—7cos0 得 到 
d 1 1 ЖОО da dr 


. 
TJ- sh2p ap Um ch?p- ch?r to? + c? 


— pps eom 


7 JO 
+ VS 一 和 cos20 一 3222] 74740 
ё ch2, + 22 
ИСЕ: 
` B 2л) о Jo acp + och'r) 


x s(ios| мр ehir 一 及 cos20 


+ мр + chr 一 Tcosi0 一 г, VF созё,о d'ao 


__ 1 NM К Float JE — (€ — chir)cos!0 


2л 
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+ VE (E — ch:r)cos20 — 1], vE — соод o ato 


NES + Ver ioojw 


258 


= 


2x 
= JG ,0,v). 
5| BERE. l 
ES 
+o 
n (0,0) = 二 | fCXp,o,v)do, (5. 4. 20) 
并 定义 算 子 
十 cx 
T,g(r,v) = | [D E(P U) загьмат, (5.4.21) 
其 中 
1 2 
D, nu sh2p ар’ (5. 4. 22) 
则 引 理 5.4. 2 中 当 Go,cyo) 适 合 引 理 条 件 时 ， 
Т, Ê Gv) = fGr,0,0). (5. 4.23) 
=y) ЄВ”, 


E— RE E. ER EE fios ys2, сєК,у= (yis 
v= C t0) ECD, D JE R 的 域 ,o 作为 参数 ,对 c БуЖ p WGš: 


续 偏 微分 ,并 适合 条 件 
. а у 
lim (e^ + |y — 0, 
m дд уд yj, 
*++5=0,1,+,р; Дә, = 1,25 ps 
(5. 4.24) 


|y| = [уй + 4 УЛТ. 


. 4. 25) 


ap 


1 . . 
JG = s| e.o), y = уау, (5 


EXAT T? 作用 于 了 (os,v), 即 为 
T' f (0,0) = TET, Р G00)], p>? (5.4.26) 


引 理 5. 4.3 1 Foyyo) 适 合 条 件 (5. 4.24), 
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T? f (r,v) = f(r,0,v). 
证 当 z=]1 时 ,此 引 理 即 是 引 理 5. 4. 2. 24 p 之 2 时 ,根据 定义 
Tt f G0) = ТЕТ, f Go], 
2 
f, (0,урђъ) = EIC ‚бә yp udyr dy 
(5. 4. 27) 
及 ICE, = L| f, oy, odyn 
则 应 用 (5. 4. 23) ,得 


T? JG) 
=T? ' fp (r,0,v) 


_ 1 
=T? `: EMT 9 Ур-1 ended . 


由 于 /»—1\©,0,®) 


1 
— w yp ,0,о0)ау, edy, 


1 1 
Um NEST UU oed бу, 


1 
= | Per Ddy . 
其 中 
f,-: (G,y, .1 0) 
1 


z^ b 


MEC ,0,0)ау, dy, _,. 
因此 
f,-1(0,0,v) 一 CAS 一 L| fiam, 


再 应 用 (5. 4. 23248 н 
T? f Go) 
一 T° ^f, ,(o,0,v) 
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_ 1 
= ЕЛИТ 


ШЖ р 220, TAE IUE de t ih 
T? fb ir) = 0,0,0). 
引 理 得 到 证 明 ， | 
现在 应 用 引 理 5. 4. SF ERR FE X 为 变数 的 函数 ХӘ), (Хә 
BILA X= (za) 的 元 素 zj 为 变数 的 函数 . 因此 函数 


An AC + AGE! — К)] 


x [A AC + BB + K)A1.:) (5. 4. 28) 


Ж CR, ,4,B8, 天 ) 是 内 切 超 圆 坐 标 时 ,这 是 上 um ul ypu) 
的 图 数 ,xz ЕН (5. 3. 55)4E Ў. TE ERE ou mu atu" и, M e.t vem 
是 4 ЧАЯ Бау, iE 


el x 
A= .. =А+Г, (5. 4.29) 
0 е 
式 中 4 是 对 角 线 方 阵 ; 
0 ау d 
0 0 ... Drm 
Db 50. MP (5. 4. 30) 
0 0 0 
D= J| da; = dat... d me, (5. 4. 31) 
P 
S B= (ba), 


m п-т 


b= [| [| dóu = атентате mem. (5, 4, 32) 


1=1 a=] 


S K= (А) = — К! 9 
K= Пав, = duin imeomansdum, (5, 4. 33) 


jh 
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因此 有 
ГВК аи" !---аи"". (5. 4. 34) 


Tü (5.4. 18) 可 写 为 
1 1 n -1 
Rs Qu, vtt uut) = A [+A + А 
+ А'ВВ — KJA + A ! 


+ (BB' + KAJ») ГВК. (5.4.35) 


现在 假定 (5.4. 2805€ X. BJ ERR / 04 EC R В, и = Qs, 
uE mn 次 连续 的 偏 微分 ,并 适合 条 件 
of 


ди? e Qu 


= 0, 


lim | u | 2тп-+ 


ju |—= oe 


Лэ} = 1, mn; 


s= 0,1,*,mn,|u = (Q0? + ee QU)? J (5.4.36) 


记 
e! a, b, 0 Ë, 
А = ‚ В = ‚ К = ， 
0 A, В, — k К, 
е“ 
A = А+ Г, A = ^". , (5. 4. 37) 


a= (dis ttti) s b, = (б, Dinom) s 
kı 《Ri skim). (5.4.38) 


因此 有 
P< aD, а =dagtdamn; 
B= B, B, = db, ns 
K—AB,, Ё ара. (5. 4.39) 


5 


n (и, stt Um T 
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1 


= 一 -一 一 mtl... mn 
7 = |... fas dz 


1 


= = |... H + A`! + A'(BB' — K)] 


x [A + A7! + (ВВ + кА] ГВК. (5.4.40) 


引 理 $.4.4 设 了 适合 条 件 (5. 4.36) 


了 f Gri ttt ri Ü t) 


ch?r, 
= 人 人 EA «) . 
chir, 


证 根据 (5.4. 37) 一 (5.4. 3 J f E X 


1 1 
Ê (му, "+ ,Un st) = л" +n—2 qme д" Do-2) 


x |... Г, В, K [abk 
应 用 引 理 5. 4. 3 知 
了 Í (mir Í Ü Pnt) 


1 rol 
= g-De-2 kena I da smi mta or D, B, К, . 


其 中 
Lf la mo mi osa, =", 
ch?r, 0 
ul ГА, + Аг + А,(ВВ, — K,)] |, 
о X [A + AC + (BB, + КОА] 
REC B, S K JE EC BNR 91, Ол —1,n—1) 89 AEA s. Ж 


复 应 用 引 理 5. 4. 3 便 得 
TOTT eTR 2 Pneu 
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引 理 得 到 证 明 l 
2|385.4.5 ШЖ n [LAT AC + A'(BB' — K>] 


x [A + A7 + (ВВ + KAJ) JE оппо 
af 


а = M 
的 热 核 H (X 0,0 BJ Р А е, M 
1 


hy tuu t) = 


1 - 
一 A! A H 
MEA 4 [ T 


+ A'GBB' — K)I[AT А! 


+ (BB' + KAJ) ГВК 


必定 是 以 下 的 形式 : 
1 
ду"т1 1 
А (шуу илз) = pu (V rr 


x zl L2 : (п mS, 
3 一 1 j=1 


其 中 ci 一 > jQ — p + Lm — my. 
证 XR Е, Н (5.3.72) 8 


oho 1 | Əh nar 
Ot m mg" Of PBK 


== =)... ГВК 


— =]... +O RK 
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一 zs PB K= Xoho, 
可 知 有 适合 方程 


9 
L — ey. 


TIG. 3. 580, (5. 3. 61) Kc C5. 3. 44) FN, Жк Gn n) ЖА FE Hit 
тағ 的 体积 元 素 的 内 切 超 圆 坐标 表示 为 


X= 2-1" 9g (u, 2t Jdu! йи 
其 中 


一 $c expl - Уо 一 bs] 
НТ л, НЕЕ В” 连续 并 有 界 的 函数 ри ,… ou, dA 


lim BLU Penh, Ga, 9 US ,1) da vodu, 
-*0 


x Qus )h, X 


2d 
= -L po. 


d, = т — j+ ra m) (jo]1,-,m). 
由 计算 可 知 , 热 方程 
9 
3: J) = € (Zf) 
当 取 S= /„ 是 引 理 5. 3.3 中 的 函数 时 , 则 ^f. 适合 上 面 的 热 方程 . 


由 上 面积 分 的 极限 知 ,2- 和 wm-Dyxm- "Af, 是 上 面 热 方程 的 热 核 ， 
这 是 唯一 决定 的 , 从 而 证 明了 引 理 . l 
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应 用 此 引 理 于 (5. 4. 35) ,由 引 理 5. 4. 4 得 出 


Tr "Т ТА (rise r, t) 


ch'z, 
一 А, | з. +£ . 
ch/z,, 


我 们 把 no Giorn ERG AEG nnm 
的 一 个 排列 ,注意 由 (5. 4. 19) 知 hor rode Ga rmn BN 
称 函 数 , 故 有 

Wi DTT hres) 


. G, erim)? 


|ch?r; 
= 二 > h ^. L |], 6.4.40) 
т! С; char, 


EPG nm jm) 过 (1,…,m) 所 有 不 同 的 排列 , 取 
гү = r (X,0),: r, = r, (X ,0) (5. 4. 42) 
为 X €9is Cn 00 B] [BUMN Wb 2K Ae КНУ ГАТ DAT. 如 果品 与 VY 分别 为 
m KI n 阶 实 正 交 方 阵 , 则 有 
(ОХУ ,0), 7r, (ОХУ ,0)) = (ri CX ,0) nr; (Х,0)), 
(5.4.43) 
ВНОС от) — T BERI. h Бле PER D 


cher, 
h, | э. .) 
ch°r; 
ch?r, 
= №, ( э“. 路 (5. 4. 44) 
I chiz,, 


现今 hlri(X,0), 7, (X,0),t) 


^ 一 一 一 
У) TOT eTA h (uri D. 
im ѓа] А 


_ _1 
! 
mi O 


(5.4.45) 
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Hi C5. 4. 45) 构 造 的 函数 及 Cri(XX,0),… ,rma(XX,0),t) 显 然 是 
ror, 的 对 称 函 数 , 因 此 把 六 换 为 UXV 时 ,根据 (5. 4. 432, A 
是 不 变 的 ,应 用 (5. 3. 15) 的 Laplace-Beltrami 算 子 的 伪 测 地 线 坐 
标 表示 


Ah= Axh 1 


wo Cr, yr) 


了 


4 1 д an IRh 
X 2; sh" ">, irem PEISE SD T) o "г, 2 (5. 4. 46) 


也 是 7,…,r 的 对 称 函 数 ,同样 能 表达 为 (5. 4. 28) 的 形式 . 
我 们 的 目的 是 要 证 明 如 此 构造 的 h 除 以 一 个 适当 的 正 数 之 
后 ,是 热 方程 (5, 4,2) 的 热 核 H CX 0,0. 为 此 首先 要 证 明 h 适合 
此 方程 . 
定理 5. 4.6 ША, Cu us dE (5. 4.190 E XL i TR 
АС X ,0) ur OCS0) 0d (5. 4. 45) 定 义 的 . 则 及 适合 方程 


其 中 A 为 RE Gm,n) 的 不 变 度量 (5. 3.1) 的 Laplace-Beltrami Ж 
+. 
证 根据 引 理 5, 3. 3 知 


9 
ETSI s *"" Um +£) = Qho (иу s**t gUm ,U. (5. 4. 47) 


H (5. 4. 35) 并 应 用 (5. 3. 7D B 
д ho Ga, ин ‚Ё) 
at 


1 ah 


， 
==... a P b K 


= yh, Cui, taU st) 


= | BADER 


= a | pann Loh + Qh) РВК 
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1 


= qmm gm-m 


Ah Ё B K (5.4.48) 
令 [一 Ah ,及 
Ju = ==] _ fP BK, 
zr Е”” т 
应 用 引 理 5. 4. 4 知 


9 
3^ stmt) 


-4 > Tu Upuem62. 24 patm—_2 
m! jo 7 1 


Jm-— 
` Gen ” "1 


ә... 
x (п 59792) 


ch'r, 
2d. ., 
sr »( . 2 
л?м chir, 


一 АА Cri p °°" Y. st). 
定理 得 到 证 明 . | 
现 令 
HQUGY,O = С СХ), ук, (X,Y), D, — (5.4.49) 
сь) 


Ено а. 由 于 任 一 个 (5. 2. 6) 的 变换 r, 使 
rzX rY), r, eX, TY) (Х,Ү), sr (X, Y) HAS 
序 的 排列 ,而 h 是 Tir Fm АЧИЖ, EEA 
H(rX,rY,t) = НОХ,Ү,2). (5. 4. 50) 
注意 ,这 里 
ri(X,Y) = r,Gy(X),0), j= Lom. 


$ 5.5 Як 《m,n) 的 热 核 


由 (5. 4. 49) 定 义 的 函数 H (X Y t) (X,Y, 0D € Rr x Re x 
R;), 已 知 其 适合 热 方 程 (5. 4. 2). 要 证 明 其 为 热 核 ,需要 证 明 可 以 
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选取 常数 c—c OUO ,使 任 给 的 在 Rk m,n) 连续 有 界 的 函数 oX) 
必 有 

imf g QFODHOGY.OX =), 6.5.0) 


1—0 


其 中 和 是 不 变 体积 元 素 . 在 上 节 已 证 明 , 只 要 证 明 对 任意 的 连续 有 
界 的 函数 oA 


lim £OOH(OG.,0,0X = Ф00) (5.5.2) 


1+0 Xe9, (m,n) 


成 立 , 则 (5. 5. DIER. 如 上 式 成 立 , 特 别 取 yg(X) 志 1, 必 定 有 
lim| HO.0.0X = 1. (5.5.3) 
mx, 


t= 0 


要 证 上 式 , 由 (5.4.45) 知 , 即 要 证 以 下 定理 ; 
EIES. 5.1 


lim hG, QUO) ir OG 00,0 X 
1-0 RE (лл) 


= c Gh (э ,n)) 
是 一 个 正 数 . 
证 根据 (5. 3.10)、(5.3,11) 及 (5.4.45)、(5.4.19) 知 


| hG, r DX 
Ж, Onn) 


E l d, 1 gue А ИСЕ 
п" т | ( / gt)" 0 0 


x ШЕ "т ; 2) Iv "OC fi, s Ddr dr, 


J=! "at Jn "EL 1 
X [is 40, 40, - (5. 5.4) 
其 中 fG.D = e WO, Co = l ç, 一 一 m). 


2 
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oo о? 
= r|- | 3 (ec 8-9) — d __ f 
' | N shzo — sh°> 


- Fi ss] 
rd 9 Ge Ja, 9 o; | Ја, TA 
в? 
> e e, dei . do; ... 
Vsh’o, — sh'o, sho, — sh?o, 
do, 


X 一 一 一 -一 一 一 一 
Vsh’o, 一 sh’r 


9; = 2V tri, 6 2v Ё Tast, Or = 2“ t r, 


m А 


2 
А 
Ti(e u^) 


NETTE 
(24/4 t) — 9 r, Jr, TA 
x e AY дг, 


(КЕШ (77) 
° 2 w tr, 


x dr, 
Jem) f shr y 
T 
' 2Vin 2 Ir 
1 
= — —F,Gr,t). 
сугу! r (5.5.5) 


EZH 
rno—24.1s.5. т, = 2 ts. 
(5.5. JJ 


| hG, mn tX 
INC 


_ vOn.n) 1 cp 


aU Cu | [%%(2/ ts e 2 t s.) | 


0 
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«fpes dll 

II: У ЛП 2 
X F, „25-202 V 25351) e (2 V t )”дзу' ds, 

__ 1 天] m uM s —m(m—1) 

= v(m,n) xl e [ [ |(2/ т) ! 


| n—m-c2j—2 


Jm 
h 
X a2 ts ПЕЕ i ii 
х Е, „(020 t sj Dds ds, (5.5. 6) 
j-1 
其 中 mao = [js (040 .=--a6,, (5.5. 7) 


E O Gn) X 6s Gn OD ELE. 由 于 
(2V t) nm Do (2 tss s) 


- AREE) E) 


< 2 tsj; 2 ts, 
因此 
lim (2 V t) mas M t sus, I E Sa) 
= [Ic — 5). (5.5.8) 
<# 
ЕН (5. 5.554 
limF, (2 V ts. 


E 
PEZE psum] 


J -EZ 


= li N = 
am. дт, 


x 
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dr dr 09,05), (5.5.9) 


由 此 知 


š М2 — 5° 
= af ne^ X ri — sdr > 0. 


应 用 归纳 法 :假定 
69,108) = 2^7 | Г | бл 


TA—1 


x Nri —r rire y r-—sdrdr,-dr, 


(5.5. 10) 
故 
°° d 
Q,G)= | 3 Q, Cra) ur 
И pog 
k 


_ 1° Ə 
_ E Ly 
E [i dr, 
? — ple ш — ак ань 1—2 


т? — s 


со | роо со 2 
一 一 Aj yr? 2 2 — r? 
= 25 | | zi e rtt 71 т Tł—2 7 1 


2 
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o [vs] (es 2 J у 
— ok-1 _ . 2 _ 2... 2 — у? 
= 2 | | zl € hr Nri T2 Th—2 TE~1 


Th 72 


3 / 
x 3r Tac ridri dr, ,dr, | Ул сы 
О РА 2 2 


ox Ро Ə \ 
= | [| — 379. 19, 0| 
X rr V Fia = пат 


dr, _ 


r — s 


l 


оо | [оо oo 2 
k 一 A / 2 
2 | | -f e "artt ra ri — rj 


Tk 


X NriL,-— бааз. d rl 一 s 
ET ERR 
€ ritter- үт 72 


"2 


2 | V у 
x | 一 = 一 |V — r Vr: — sdr edr 
£ 
— Ok--1 Cb 7 E / 2 2 
= 2 ... епу ark ri — ry 


£ 


х м ria 2 7 М, — r; ° Vz 一 5 атут, 


2 
— 7%— 
дт. 


| 


ооо 05 covoceo oo еее оао повете ено ово ото өдө qo .................. 


оо роо oo 2 Je ра 
k —r 2 2 
Ге Va a. 


k 72 


l 


x Vri — ri Ne — sêdri sedr. 
由 此 知 对 所 有 s, 
Q, (s) > 0. (5.5.11) 
由 (G3.5.8)、(5.5.9) 知 (5. 5.6) 当 t 从 正 趋 于 0 时 ,有 
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c(l m,n)) = limf. hr mm rat) X 
pn) 


t—=0 
m n co 
... 
0 о 
т т 


X П 5)" П, „2; (CS ds ds > 0. 


j=1 j=1 


2 
V 


[|| 62—52 


< 


= —l n.n) 


mn—m 
Л 


(5.5.12) 
定理 证 毕 . і 
25.5.7 Ж (SU On 2)) 的 值 等 于 
2 ү” T Bi а л — т 
Al keks 


1 


av mn) 


т 


X ll |s; — si | ]1[Q..5562ds-7ds,. 


jch i=l 


Ж vOn 00 AE AERE OGm) 的 体积 乘 以 特征 流 形 Cr On n) BJ Ik 
积 . 


oe [оо o a 
Ө, (5) = 2l | -| MATA VR 
$ т r 


2 


X N ria — z Vr: — sdriedr,. 
定理 5. 5.3 HEE Ў, (m,n) 内 连续 并 有 界 的 函数 p(X) 有 


|, | #ООЮНОХ,ом) X= (0). 


证 由 于 
n eOOH(QG ,0,0 X= Í. [pCX) — e(Q) JH (X 0.1) X 


+ eco[. H(X,0,0 X, (5.5.13) 


在 上 式 右 端 第 二 项 中 ,根据 定理 5. 5.1, 有 
|, H(X,0,0 Х-> 1, 3⁄4 £ — 0. 


R 


因此 ,只 要 证 明 当 上 充分 小 时 ,第 一 项 可 任意 小 就 足够 了 . 
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任 给 正 数 e, 取 以 原点 为 中 心 的 测 地 线 圆 盘 
3 = {Х € Re m,n) Ir CX ,0) < б, ‚#„(Х.,0) < à) 


使 得 
MOX € P#HF,|e(X) — e(0)| < e. 
由 于 p(X) 有 界 , 有 正 数 M 使 得 
1P(X) — p(0)| < M 
因此 


|, [pCX) — eQ»1H QC 0,0 OD 
<| ly) — eco IHOCGo,0 X 
-f РОХ) — Ф00) | + |H(X,0,2) | X 
Rg- Ps 
<| IHC,0DIX 
Ps 


+ м| IH CX,0,0| X. (5. 5. 14) 
яр 


H T> +08, 
| Hx, <| IHOX,0,) | X— 1, 
Р, RR 
因为 由 (5. 5. 6), (5.5.9), (5. 5. LAE 
H(X,0,0 = — zd cau Qm л) 


M i 充分 小 时 为 正 , 因 此 , 当 i 充分 小 时 ， 
|HOX ,0,0| = HOX,0,2 > 0. 


同样 , 当 上 充分 小 时 ,根据 (5. 5.4), 有 
|. „IHX, 0, 划 | X— |. „НХ, 0,0 X 


_1 e aum н "| | 
mU" (my Jado e 


Wo (г, | °°. Tm) 
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х [[sh-",][| TP 7H D f Cru) dre dr, 
j=1 


J=1 


x [рава (5.5.15) 
因此 作 变 换 r2 V 15у, ›г„<=2/ t s, r, (5. 5,15) 变 为 
| H(X,0,0 X 
3 - P7 
< 1 ——v (m ZEE “| f 
n" m , ; ë 0 


dr 
х] 
о 


X [ә (Же) | 


(2 V t) ”Dw (2 V ts, |... 2 V tss) 


Ј=1 2м ts, J 一 1 
X (2 V t s;,Dds,-ds,. (5. 5. 16) 
34 ó BOE IESU JE ,t 充分 小 时 ， — IEE, ,在 (5. 5. 15) 式 中 ， 


因为 积分 是 收敛 的 , 故 可 取 z, E (5. 5.16) 小 于 s/AM ,因此 不 等 式 
(5. 5.14) 可 以 化 为 


|, Lex) — e(0 ]HOX ,0,0 X | < 2e. 
R 
H (5. 5. 13) #1 


|, ФОХЮН‹(Х ,0,0X— (| 
! R 


因此 ,可 取 9 5 ЕМЕ 8 


|, eQOOH(QC0,0 — eC) | < 3e. 


定理 已 证 明 . І 
H НОХ,Ү „ЙЯ S AFE Е Eme ТЩ Em 
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包含 了 以 下 的 定理 ， 
定理 5. 5.4 设 wp( 了 Y) 是 在 Rron m rh E SEE L BJ РЕ ЖК. ИП 
当 尺 在 Ram,n) 任 一 紧 子 集中 ,一 致 地 有 


lim |, ygYIH CY ,YD Y= pX). 
Rm n) 


以 上 定理 与 定理 5. 4. 6 及 (5. 4.45) 式 ,说 明了 H(X Y Jes 

É. 由 热 核 的 构造 式 (5. 4. 45) 及 (5. 4. 490 ME 4H CX Y 0E CX, 

Y € Rr x 9t XR 的 实 解析 函数 ,因此 任 给 在 Rr m,n) 连续 并 
有 界 的 函数 p(Y) ,函数 


fOGD = |, Ф(Ү)Н(Х Y ,DY (5.5.17) 
R 


是 和 ,的 实 解析 函数 . 
综合 本 章 的 结果 ,我 们 有 下 面 的 基本 定理 ， 
定理 5.5.5 在 实 超 球 
Rr On , n) = (X € В" |1 ХХ > 0), 
Еф X= Ë m>n SEE Go Z WJ E Co. 2. 6) 3830 RAE 
的 黎 曼 度量 的 Laplace-Beltrami 算 子 


A= У > (а, - Yaran] D PU >=. FERES а х; 5 Tap 


j k=ia B=] 


= 25 Sa — 3:9 E 


d 
WATE = AS IHRER 
H(X,Y,t) COGY,D € Rr (n 0) X Ў. (n , TOR) 
为 以 下 的 形式 : 
H(X,Y,t) 


一 — Н КЛ 
= £Ot os s» 00, OX Y) t) 


1 1 _ 
= . T" m n mt2.., 
c (Re On 22) ni, 24 ‚ h T, 


x TE h Ca, tt ,y Y, t) , 
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其 中 有 广 ,… ,jm 是 1,…,m 的 一 个 排列 ,rj 二 7r; (XY) (= 1, | m) 
是 以 了 点 为 中 心 的 伪 测 地 坐标 径 向 部 分 , 亦 即 矩阵 

e OD = UYY U — XYo^(X — Yo YY) 

的 极 坐 标 ce СХ) —U CA,00V. 中 

th £z (Х,У) 

A = э, 9 

| th rz, (Х,У) 
其 中 忆 与 了 AIA m МБ n 阶 实 正 交 方 阵 ;r(X,Y)=[ri(X,Y) 
tetri] E X 5 Y 两 点 间 的 测 地 距离 ;7, 是 微分 算 子 ， 
定义 为 


Tg(r,v) = 3 | 1 от dr, 


x sh2c до ch2a= chr e 
式 中 v= (vi |... ,v1) 是 参数 ， 
дутор 1 
TU (vt) 


А 1 = 1 х" 
х exp] — ci(mi,n)t 一 76 一 m 23, — 154) 


ho Cu, . sU st) = 


Gn) = Pi — о) mo — mY. 
j=l 
此 即 如 此 构造 的 H OX Y D=H Y, X, DEG TE 
ӘН (X Y м) 
дг 


并 且 对 任 一 在 91s On 5003€ АЈ (Y 7 
lim | Ф(ҮУН(Х,Ү DY= pX), 
i— +0, RR 


= АН(Х,Ү,2), 


其 中 了 是 Ra (m,n) 的 不 变 度量 的 体积 元 素 ， 
系 5. 5.6 AEE Ў, (m,n) 中 连续 并 有 界 的 函数 g(Y), 则 


f(X,t) 一 J 
是 下 面 Cauchy 问题 的 解 : 


pCYIH(X,Y ,DY 
п) 


Ye (m, 
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Af (Xt) _ 
NN 一 Af(X,t), 


f(X,0) = ФКХ). 
注 由 热 方程 的 理论 知 , 此 解 是 唯一 的 ( 见 文献 [65])， 
现 令 


G(X,Y) =— | HC,Y Dd (5.5.18) 
0 
根据 定理 5. 5.5 
HX Y ) e nom 
*, st — 
cR C 2) 
x > Пт" 0,0), (5. 5. 19) 
Gtia) j=1 
其 中 og mE, 
Лей = [ Dol | (5. 5.20) 
17. exp At 2 n Jr |. ‚9. 
因此 有 
limH (X,Y, = 0. (5.5.21) 
任 一 函数 (Y fe 9l Gm n XE ЊН 9I. , Шр 
0.9 = | eQOOGOCGYOY (5.5.22) 
ҮЄЎрСа,а) 


根据 定理 5. 5.50€ (5.5. 21) 式 ,有 
Axy (X)= |, | 900 AGOCYOY 


в“, 


= 一 | ean aH oan 
LANCE 0 


=— TAN 2 HX, Y ,Dd:Y 
o at 


Rp m,n) 


- ) | 
-一 | 2 f. ,FODH OG ol u 


NS 


= lim Ф(Ү)НОХ,Ү нҮ 
) 


i0 RR От, 
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— limf eODHOLY DÝ 
gone 


t—= c 


= p(X). (5. 5. 23) 


co 


定理 5. 5.7 ^ "ERI H (OX ,Y ,Ddt, 
Д GCX , YO Я. Cm 20 BS АЛХ Laplace-Beltrami 算 子 À 的 Green 
函数 . 即 对 任 一 在 Як (m,n) 上 连续 并 有 界 的 函数 p(Y), 必 有 


af eOOGGO YOY = ф(Х). 
Y€9t (m,n) 

在 本 节 最 后 要 指出 , 实 典 型 域 Rp(2,n) 有 复 结构 , 它 即 是 典型 
Ji 9t, (N). 这 里 所 谓 “ 复 结构 ”是 指 可 以 在 RC(2,N) 中 引进 复 的 
坐标 ,使 得 对 此 复 坐 标 和 %:(2,NN) 的 自 同 构 变换 是 全 纯 的 . 实际 上 ， 
在 《 典 》 著 的 8$2,1(v) 与 83.3(iv) 中 已 经 述 及 .在 该 书 的 
(2.1.67) 中 ,变换 

І 


É +1 (ех — 1) | 
X= 2 
_ 1 Киир, 


zz! +1 —i(z — 1) 
1 lez | ezr + 102 — iQ! + Da 


适合 
I — XX! 
= 2 + |227 ? — 2zz' Nl +1 =iGz — ul 
zz! 十 ]  i(zz — 10D 
zz 十 1 —iGz —1) 
Š 十 1 ikr — 1) 
BB «ЄЗЇ, (OBA 9l QD EXE A 
z [1z 1 — == 
\ 2 21 
并 且 适 合 此 方程 的 2XN 和 矩阵 X 是 唯一 的 ( 见 ( 典 ) 著 中 66 页 ), 故 
映照 (5. 5. 24) 是 一 一 的 . 特别 是 当 = 一 0 时 ,对 应 X —0. Ў (2, N) 
的 不 变 度 量 


t 一 1 
| > 0, (5.5.25) 


X =0, (5. 5. 26) 


280 内 切 起 圆 坐标 与 积分 变换 [第 5 章 
ds = tr[ U — XX') 1dXG(I — X'X) dX] 
在 X= 02 
ds? |, = tr(dXdX'). 


Ш (5. 5. 24) 知 
(dX... = asa . 
¿(dz 一 dz) 
故 有 
ds'|z_ = (dz 十 dz)(dz + dz} 十 (dz — dz)(dz — де)! 
= 4dzdz'. (5.5.27) 


根据 4 典 》 著 中 (3. 3. 561], „ (m,n) 的 不 变量 必 为 dot = Айз®% 

的 形式 , 取 A-R.46. 5. 24) 定 义 的 映照 为 f 05. 5. 27) 即 为 
|/* ds? |, = [dø ]..,. 

由 于 ds? 与 do^ X AERE RE ЕЕ Х=/ G8 ER ELSE, 

即 有 


fds = Zis ， (5. 5. 28) 


其 中 dsi ERDEP G. 3. 56) XLI] Ry COND I] Bergman 度量 .这 
证 明了 
f :Ry (N) — Ri(2,N) 
是 一 个 等 度 变换 ,因此 ,它们 的 Laplace-Beltrami 算 子 分 别 为 A 与 
Arit, A 
А = Ў, А. (5. 5.29) 

BUG МВВ R a ODRZ. 

由 于 ~”(X,X) 王 0, 故 有 以 下 的 系 : 

%5.5.8 H(X,X,DHR 5 fD. 5 X X: 


复 超 球 及 其 他 


在 上 一 章 的 (5. 1.14) 已 知 ,标准 复 的 超 球 是 标准 实 的 超 球 与 
适当 超 平 面相 交 所 得 的 超 球 . 所 以 讨论 实 超 球 ,在 理论 上 也 包括 了 
对 复 超 球 的 讨论 . 不 过 用 复 坐标 讨论 复 的 超 球 ,在 符号 使 用 方面 简 
便 得 多 . 正如 讨论 复 变 数 的 全 纯 函 数 ,完全 可 以 用 实 的 调和 函数 及 
其 共 轿 调和 函数 来 代替 那样 ,但 是 符号 复杂 得 多 ,而 且 有 些 性 质 难 
以 从 调和 函数 看 得 出 来 , 此 外 ,典型 域 皆 是 复 的 超 球 , 是 超 球 概念 
的 起 源 , 更 重要 的 是 典型 域 及 其 扩充 空间 的 不 变 度量 皆 是 Kihler 
度量 ,相应 的 有 Kaibler(1,1)- 式 ,这 在 实 的 情形 没有 类 似 的 定义 ， 
H Kihler 度量 可 以 推 知 许多 几何 性 质 ,这 是 在 实 的 情形 难以 做 到 
BJ. 


$6.1 复 Grassmann 流 形 的 调和 式 


在 $5.1 中 的 开头 便 提 到 , 复 的 超 球 是 在 Grassmann 流 形 
省 (wz 上 定义 的 ,假定 msn. 在 ( 典 ;) 著 中 8 3.2 PLATE LS Om) 
有 在 SC 十 2 诱导 的 变换 下 不 变 的 度量 ds’, 它 在 标准 邻 域 
3a, san) PERRA 
ds? = “ГИ + ZZ! > áZ d + Z! Zydz ], (6.1.1) 
其 中 Z=(zj) 是 mXn 复 矩阵 , 它 的 元 素 zj 是 名 (a) 中 的 标准 坐 
标 . (1 ,1)- 式 
w= tr[ I + ZZ' )"dZ A d + 2 ZdZ’ ] 
= Əlog det( + ZZ! )， (6.1.2) 
故 这 是 一 Kahler(1,1)- 式 . AELE ERE W, E4 X Ж 
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KEE Н, 
u[Q + XX) "dX A (I + X X> 'dX']= 0. 
QC. 1, DÆ ТШ m X m 方 阵 
QG,dZ) = Q + ZZ! dZ A G + Z' Z) az! 
(6.1.3) 
的 迹 . 由 于 
aQ Z,4Zy=— (I + ZZ! )y-1dZ A Zi A + 2271) 147 
A Q + 717)7477 + а + ZZ' ) dZ 
A Q+ Zt ZZ dZ A d + 2 2) 147! 
=— (I+ ZZ! > dZ A (I + Z' Z)Z dZ 
A Q + Zt 7747! + d +27) 47 
A (+ Zt DZ dZ A (1 + Z' Zyd 


= 0. 
此 表示 
002,12) = (шш) (6. 1. 4) 
BJ m OD os ES 
gw, = 0. (6.1.5) 
同 理 可 证 
de = 0. (6. 1.6) 


4 o, (Q) OR 的 j 阶 主子 行列 式 的 和 , 则 由 (6.1.5) 与 
(6.1. 6) 可 知 
90,(Q) = 0, 3e,(Q) = 0. (6.1.7) 
W RESU (m+n) Mih U AEH e a 
ги: (m ,n) — $ Gn ,n). 
此 自 同 构 的 标准 局 部 坐标 表示 为 
W= (A -ZB)-C + ZD) 


= (— B + A! ZYXD' — C! Z) 1, (6.1.8) 
其 中 É C] m (61.9 
B Dla 6.1.9) 
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成 一 西方 阵 . 易 证 
QW,dW) = CA + ZB)! QZ,dZ)(A + ZBY ^. 
(6.1.10) 
因此 有 
o, OOV ,dW)) = s, (Q(Z ,dZ))， (6.1.11) 


这 证 明了 c (Q (Z ,d4Z)4E ЙЧ} SU (m 十 n) 诱 导 的 变换 下 是 不 变 
的 . 

我 们 观察 o; (0) 的 几何 意义 , 令 Elm,n) 为 所 有 m X (m 十 n) 
的 秩 为 m НЕ ВЕ 3 所 生成 的 空间 .有 自然 的 投影 z: EG ,n) > 
8 Gn. EB EG On 20 GL On C) E — EFEM, S Mla) 
一 M(w…ao) 为 匹 (msi 中 所 有 和 矩阵 3 , 它 的 第 wm 列 ,…… 第 ww 列 (1 
Фау <. «а, Smt n) BI 75 BEA dE У, E Gn n H Ма) 
xil. ШЖ 9€ Мо) ПМ), 13168 (0 (3 (9) ,于 是 有 排列 
JrEgPCO 5 РОВ) CR $ 1.1, PC) 5 PC8) 是 行列 式 为 1 的 西方 
阵 ) 使 得 

3 = BBP (a) = BW, BOP), 

其 中 3,55 ЯВ, E mox m 非 异 方 阵 ,由 此 知 


(W, B) = (8,80 PCOP (D . (6.1.12) 
记 
PQ)P(Qy = B M (6.1.13) 
C, C, 
于 是 有 


ЯВ, = ài, + ZC,) = Be (Z), (6.1.14) 
其 中 Z=3r'3,C8J56 306 3 (a) rB SU Er, 
#з(2) = C, + 2С, (6. 1. 15) 
是 非 异 的 ,因为 8,55; 3 S JE HE SP. RI C. +-ZC,€ СІ (т, CO F 
即 
ge: Bo) NB > GLGn ,C) (6.1.16) 
J ZT А Е($ (m, n), GL (m, CDD BJ XE 3E A E (transition 


function). 
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{ПЕ ECGS(m,n) GL On COD PS | JERKZR DP Un Pide S Om, 
2) 的 邻 域 98 Ca) rp 
Г(7,47)= 1+ ZZ). I + ZZ! 5) `! 
= а (I + ZZ! 3) `! 
= dZ + Z Z) :Z' , (6.1.17) 
5 W=% WE 28 (80 B] s AS p H C6. 1.12) 知 局 部 坐标 
W= (C, + 7С;) (C, + ZC,) 
= (— C: + C! Z) (CI! — C! 7). (6.1.18) 


由 于 
I+ W! W = (G, — Z! Co d +Z Z) (C, — C; Z)! 
K 
dW = (С, + 7С,)-!472(С| — C1 Z), 
故 有 


ГОУ ,dW» 
= dW(I + W! W) Wi 
= (С, + ZC) ЧАИ + Z! Zy-1(— C, + Z! C,) 
= (C, + ZC) 4/01 + Z! Z)[Z! (C, + 2С,) 
— (I + Z! ZC]. 
根据 (6. 1.15), 上 式 即 为 
ГОУ ,dW)= peZ) TZ,dZ)p (Z) 
一 ф(2) do, (Z) 
= [QZ] TZ ,dZ)e@, (Z) 
+ 4[ф(7)1][ф(42)71]. 


(6.1.19) 
(6. 1. 1040 


З, = 38 фы (ДС 
H (6. 1. 12/81 
BoB) = (Q8,,285 [| PC P (0) 1! 


$6.1 ] Я Grassmann 流 形 的 调和 式 285 


(ci c 
= B, , 2,) lc Ci 
故 有 
3,= W, (Ci T С} › = W 0, OV) , 
qs C) = Ci T WC; € GLOn,C) 9 
并 且 


Pae (Z): = gx (W). (6.1.20) 
故 (6.1. 19) 又 可 写 为 
TW,dW)= pa (WIOT(Z,d2Z) gs (W) ' 
+ аф. (И) + e, (WTE. (6.1.21) 
因此 ,PCZ,dZ) 定 义 了 纤维 从 上 的 一 个 联络 Г. 易 见 
l-r A D = o. 


ГЕУ. CO 
02,(2,42)= — (аГ- Г AD =- аг (6. 1. 22) 
= 42010 + ZZ) A dZt ü--zz». 
(6. 1. 23) 
由 此 知 
с,(0;) = 2,02), (6. 1. 24) 


因为 由 det(4 — АВ) =еї(1 —BADAI 


1 = d. 
detl ду — z^ | = det| Al zn) 
201 i 
= À Edd EX AE Ls 
4 р)" 10,00). (6.1. 25) 


О y” 
根据 陈省身 示 性 类 的 定义 ,o (2) 是 第 j 个 陈 类 (的 代表 )， 
定理 6. 1. 1 在 复 Grassmann 流 形 等 (m:,2) 上 ,在 标准 局 部 坐 


(D 这 里 曲率 式 取 一 (dr — DA D RB ar -T AT, RASTER 
-P-A 
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标 中 引进 
(7,47) = d + 27) dZ A Q + ZZ Ww. 

令 oj(0) 为 其 ij 阶 主子 行列 式 的 和 , 则 o;(0) 是 第 у 个 陈 类 (的 代 
K), CE SU (mz 十 n) 下 不 变 的 闭 (, 让 - 式 . 

定理 6. 1.2 在 复 Grassmann 流 形 上 任何 SU Gn +n) FRÆ 
的 外 微分 式 必 能 表达 为 a 02) o, (COOL ZU. УК, СО), 
… ,On( 人 2) 是 代数 独立 的 . 

证 首先 证 明 任 何在 SU (m 十 n) 下 不 变 的 (p,q)- 式 当 рзд 
时 ,必定 为 0. 

实际 上 , 当 不 变 的 (p,q)- 式 为 

w= zig Kaan de A ++ A de^ 
A dzh A + dz, 
HP z,e,” EJE ZS (zj) 排列 成 单一 的 次 序 , 并 用 和 号 的 省 
略 ,大写 字母 表示 从 1 到 mn. 在 (6.1, 9) 中 取 В=0,С=0,р=1,А 
=e “I, M] (6.1. D) u A= ex , [X Jt 
wo = 0 |. = (10—96 

当 рза 时 ,必须 0—0. hF o TE SU оп п) (ВО) PRAE if 
«On ,п) SU (m+n) р, ШЕ Н o= 0. 

故 只 须 证 明定 理 对 不 变 的 (p,p)- 式 成 立 便 可 以 了 . 由 不 变性 
质 与 可 递 性 ,只 须 证 明 在 x= 二 0 点 定理 成 立即 可 , 设 
dz, A dz, a, 


2rrz 


00. 


Wo 一 А GU iep ° 
Ac д Л б 

式 中 拉丁 字母 指标 从 1 到 m, Ж MË ** BF 8 b PL n, 

Аа ауу RK. 设 o: (02220 GOD o (200 E 

1,…,2p 的 一 个 排列 . & (0) = + 1,34 c dé —" p (S НЕ]; e (oa) = 

一 1, 当 o 是 一 奇 排列 ， 
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令 х, = H + He 2 


I Zia um 
是 22 个 切 向 量 . 由 于 
wo (X, |. ... Xa) = 2 16) Ao a TA aa A7 


(а = 1,722) 


1 ia ТВ га 3. B, 
x эл (HH 一 НН, )-.. 


d. 
27: 


= fIH, s Hu). H, = (HË). (6.1.26) 
RE Hav HV CE TRER, ААН, Hy ER 
的 . 由 于 wo 是 在 变换 WW=ZV 下 不 变 ,Y 是 nxXn 西方 阵 , 即 有 
FILM HV) = fH HS). 
根据 Weyl 的 定理 ,了 必然 是 HLH 的 函数 (a.6=1,…,2p). H T 
了 是 多 元 线性 函数 , 故 它 必 是 下 面 的 形式 ， 
Fl, Hy) = Me HaoHuo y s Hasnan) 


其 中 每 一 个 € Ep E: Н, ,H,,WJ £ úZ EPS PY. 
此 外 ， 由 于 JH, p „Ha ÆT Hise Ho PRE , 


fan TAG Hy) 


ia "mA ia FF 
а, Ё, — Н E 
(Hz, „НИЎ, Hy qs) 


= J(H, Hi, Ha, ,H,,)) 


1 
= 5 28 Hao Hilo — Hay, Hlo,» 


t t 
H sa How |... Hoo, o Hla, ) 


= eulsesoo........................ 


lI 


1 

pH HL, 一 НН, 
Ha wy Hiop, = Н.На). 
这 证 明了 了 可 以 表示 为 
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fH `. H „= D Bij E 


x "m H3 一 Hi HB) 
x (Hz, HÀ, — Has HE). (6.1.27) 


比较 (6. 1. 26055 (6. 1.27) 两 式 , 得 知 
£(0 A a GUB OE = Вуз, (о), в," Oea, 
特别 地 ,由 此 知道 


Bi 5,00) = €()B, j, ii CO » 
其 中 。 是 恒 同 的 排列 , 令 
В, $ed, B, jo (e). 
143795 l'1 e 
以 之 代入 (6.1. 27) , 便 得 
W(X, pe X) 一 eB sus, 


1 ie Tr та а 
(Н Н — Hu HE) 

1 Н“ LH 一 H^ Hs. 
Pri 0(2р--1) "m ep) eps D 


1 
= 2: 246009 OC ts Xo, pups 


(6. 1. 28) 

其 中 

X, = H.H] — H,Hi. (6. 1. 29) 
根据 熟知 的 结果 ( 见 文献 [30], Th. 25, Chap. XI 9,9 (X, X) 
CORP X JÉ m>x m IE, ES X = Хән Н о,(0Х), ---,0,(Х) 
代数 生成 ,并 且 a OO o, GO FOU E р. 令 

0,= dZ A dZ, 
则 Ор =— h. 
故 
9(Q,, Ro) 
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= > CA. (Озот (00). (6.1. 30) 


kyt 2ko 4 tmk = p 


由 于 
OQ. CX, ‚х,) — X; 
K 
dO, SQQOX, .... Xap) 
= P»SHOP (100 e» 
СОХ, ouo Xo) 

= t, CX, |... Xop). 

这 就 证 明了 


== d(0, a) 
= > o Ca, C), 


k 十 242 十 т = p 


其 中 С... 是 常数 »01 Ro) se ,Om 《020) 是 代数 独立 的 ， 
由 于 o 与 o, (Q) ЕТЕ 50 (тіп) ККА, П S (m ,n) £ 


SU lm 十 n) 下 可 递 , 因 此 有 
w= > C,.,sh(0y-- ob Q2). 


k 十 242 тй — p 
而 oi (2) o, COO JE КОВО. 定理 得 到 证 明 . І 
这 个 定理 有 不 少 应 用 之 处 ,首先 o COB Hodge М8 (Z J B! 
Ж) x 0,00) RECON — j N — D-XCN — mn). 由 于 (6.1.11) 是 不 变 
度量 , x o,(0) 是 不 变 的 CN 一 j,NN 一 门 - 式 . 根据 定理 6.1.1, 它 必 能 
表示 为 oCQ),… ,ow《 人 2) 的 多 项 式 .根据 (6.1.7), 有 
axo;(f) = 0, 2*0,(0) = 0, 
故 
*9*0,(0) = 0, *23*o,(Q) = 0, 
即 有 
2`0,(0) = 0,900) = 0. (6.1. 31) 
由 于 在 Kaihler QUÉ ,调和 算 子 ( 见 附 录 ) 
A= 2(29" 十 959)， 
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故 有 
Ao (О) = 0,j = lom. (6. 1. 32) 
定理 6.1. 2 中 的 陈 类 0,000 (9 1, 03 TE SU отп) F + 
变 的 (六 力 - 式 ,并 适合 
де,(2) = 0, 20,02) = 0, 2'0,00) = 0, 9"o,( (Q) = 0, 
因此 oj(Q) 是 调和 式 ， 
BUT o, 0D no, C0) 是 代数 独立 的 ,因此 给 定 正 数 р, 
an (2067 (2) or (Q), 
Ë, + 2b, + b mk, = р, 
必定 是 线性 独立 的 ,并 且 
d[eb (R eoe (0) ] = 0, (6.1. 34) 
因为 d=3 十 3, 据 定理 6.1. 1 
x oh (Q): 5C) 
ERI aN), ,onCQ) 的 多 项 式 , 故 有 


(6, 1. 33) 


ó[on (5 0 60) | = 0. (6.1. 35) 
因此 有 

Д[о» (0) 0400) | = 0. (6.1. 36) 
即 an 2) oe ОО) ЖУП Ср, р)-2 ® 1% 

k, + 2k, + 4b т, = p (6.1. 37) 


的 非 负 整数 解 的 个 数 为 B,,. 根据 定理 6.1. 1 可 知 ,此 五 ,个 调和 式 
с (2) ole COD Jo Je £ TE Rr АЈ. By 也 是 复 Grassmann 流 形 
5 Onn) 2р ЖЕ Betti 数 ( 见 文献 [L103 或 [77j 中 用 Morse 函数 的 证 
8B o. 因此 ,根据 Hodge 定理 ,of(2)…oy (0), 1-28, тА, 
=p 是 (p,p)- 调 和 式 的 一 组 基 , 即 任 一 (p,p)- 调 和 式 o 可 写 为 
o= У) Cea heo). (6.1.38) 


k Het кт = p 
定理 6.1.3 М Grassmann WWE S Gn ,2 ) 上 任 一 调和 式 必 能 
由 陈 类 а, (0), ，…cn(2) 代 数 生成 , 任 一 调和 (pp) 式 必 能 表 为 
© 一 > Cema AO), 


БЕ2Е, mb, = p 
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BU 65 CQ) oir O), Cist ka D EL FE CG. 1. 37) 的 解构 成 
(p,p)- 调 和 式 的 一 组 基 , 因 此 调和 式 o 必定 是 在 SU emn) F A 
ДЕ]. 

我 们 可 作 一 个 非 异 的 线性 变换 
9 4 (Z,dZ)—= У) Ca 


k H2 m mk = p pomo 
X an (2(7,47)-=с=({2(7,47)), (6.1.39) 
h + 2l, 十 … + mt, = р, 


(f „ О. — | @ * $a, 


та) 


一 ЫЛГА , (6. 1. 40) 


h, (ZW) 
= 2 8.02.02) n4 (W.dW), (6.1.41) 


LL ті =p 
TOW Z 是 调和 (p,p)- 式 ,对 W tb E JN H (р, р), ЖА] ДП 
(p. p) XB H. 

R6. 1.4 Zm, n) ЕНЕС, р) eZ ,dZ) 4 


e(Z,dZ) = | eV ,dW) x, h, (Z ,W). 
РЕФ (т.л) 


在 此 我 们 具体 的 构造 了 纤维 从 ЕС On n) ,GLG „С)› Ж) 
个 陈 类 oD (ј=1, 5+. ,т) AEAT S On 00 ETE — BERI Cp р)- 
式 必 能 由 0:002 , 0, CO) BUE В, TE. Grassmann 流 形 看 作 
为 标准 复 超 球 R, (m,n) 的 扩充 空间 ,从 而 有 理由 相信 ,其 他 上 典型 
域 i Gn) Ra & Ry CNO BAT 7628 8] CUL GDE n 28 — 39) ,也 
可 用 此 法 具体 构造 出 这 些 空间 的 调和 式 . 但 由 于 本 书 交 稿 日 期 所 
限 ,没有 时 间 去 讨论 它们 了 . 


292 复 超 球 及 其 他 [第 6 章 


$ 6.2 复 超 球 的 内 切 超 圆 坐标 


典型 域 
9t, n,n) = {W E€ С" | — WW > 0) (6.2.1) 
作为 复 Grassmann {йй Y On sn) ЈИЕ EK 
Io? 0 
0 EN I 
Hop д б Ca 200 BJ [9S 1885 ЖИК АЕК. B| ER J m WJ m X (m 
+n) ERE. 记 


W > 0, (6. 2. 2) 


W = (9B, , 38.) m, 
m n (6. 2. 3) 


MJ 9% 3& & (6. 2. 20 8,28, ЧЕ SE , ED ES Jg e S Onn B pg 
^j p 98 (1,2. 0 Н.П m > n 矩阵 

W = P R, 
的 元 素 wn 是 加 (1,2,…,m) 的 标准 局 部 坐标 , (6. 2.1) 式 即 标准 超 
球 (6. 2.2) 在 加 (1,2,…,m) 中 的 局 部 坐标 表示 . 


假定 min. lE 
I™ 1% 0 
W= QZ] — I° 0 Lb (6. 2. 4) 
0 о 2 
则 (6. 2. 3) 定 义 的 标准 超 球 变 为 超 球 
о I" 0 
ale 0 0 3 > o, (6. 2. 5) 
| 0 0 — pee 


记 
3 一 (Qi. 80 m, 


则 适合 (6. 2. 508] 8 中 ,831 不 见得 一 定 是 非 异 的 ,但 是 却 有 38; 非 蜡 
的 8 适合 (6.2.5), 例 如 3= (1,1,0) 便 是 .适合 (6.2.5) 而 3, JES 
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的 3, 即 [8] 落 在 坐标 邻 域 吕 (1,2,…,m) 的 点 有 局 部 坐标 
Z = 9 8e 
由 于 假定 了 mn jie 
Z= (Am, 


故 由 (6. 2. 5) X WJ RE Pk Š, m,n) 在 坐标 邻 域 中 (1,2,… mom 
的 局 部 坐标 表示 为 
Š m,n) 


= (Z, ,Z,) € Co z, +Z: — ZZ > 0). 


(6. 2.6) 
不 难 证 明 当 8, 是 奇异 时 , 即 
det 3, = 0 
ES, mh ЖЯ ER LIRE PKS (1,2, +, m0 8 7503 UR" S. JURE 3 
不 适合 (6. 2. 5) ,但 可 以 有 这 样 的 8, 使 


0 I 
3/1 0 9 20, 
— 2I 
0 1 0 
det BIZ 0 0 |3' 20. 
0 0 —2I 


换言之 ,无 穷 过 点 只 可 能 是 超 球 D. (m,z) 的 边界 点 ,因此 适合 
(6. 2. OBJ Z A E RB pR Ө: (m,n) 的 全 部 内 点 . 
记 

W = (W, ,Wim, 


则 (6. 2.4) 即 

Q,W,,W;) — WeZ d + Zi, 了 一 21, 225), 
其 中 I+ Z 必 是 非 异 的 . 而 此 变换 在 31,2, …,m) 的 局 部 坐标 表 
示 为 
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W= I+ Z) !(I — Z), W, = 2(1 + Z) 12,. 
(6.2.7) 
ЮТ Š, 0n 20 — НВ R, (m,n) 的 有 理 映照 . 易 见 有 恒等式 
I[ — WW! = I WWI! — W,W,; 


Zi +Z 
2 


=4( + Z) ' — ZZ, d + Е)". 


(6.2.8) 
HHI Š 5.1 中 证 明 (5.1. 22) 一 (5.1.30) 的 方法 一 样 , 只 要 把 实 和 矩 
阵 改 为 复 和 矩阵 , 便 可 以 证 明 线 性 变换 
Z, = A (T, + iH — 2Т,В + ВВ 5 A, 
Z, = А (T, — В), 
其 中 AB HEIA mXmmX 一 m)、mXm 复 矩阵 ,A ER, 
H’ =н, $, (m,n) 一 一 地 映 为 自身 ,此 变换 可 写 为 


(6. 2. 9) 


А7) —B (BB! +iH)A 
(1,Z,Z) = А Q,TSTO| 0 I —2B'A |, 
0 0 A 
(6.2.10) 


JF H. Š, (m,n) 在 这 些 变 换 所 成 的 群 下 是 可 递 的 , 特别 取 7 = I, 
T,=0,J BE 


ар Qiz tt айы 
О а» "s dg | 

А= n . . А фа, yamna 为 正 . (6.2.11) 
0 0 + a, 


jill C6. 2.9) 与 (6.2. 10) 分 别 化 为 
Z = A (I+ BB +:Н)А, Z, —— A! B (6.2.12) 


与 А 一 B (BB +Н)А 
Q,Z,,2,) = A! Q,0,D| о I —2B' A 
0 0 A 
(6. 2. 13) 


把 (6. 2.13) 右 端 方 阵 所 成 的 群 DOO. On n) 0976 E — — h y 
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©, Qm (А,В,Н),ЖФ А 3506.2. 3D MDEX,HAH FEN 
R, Gn n) BS Z s IJ PI Ж TRO AE +£ , ll 


W= (QW,,W;), 
W = П + At (I + ВВ -iH)A]" 
x LJ — A (I+ BB! -FiH)A], (6. 2. 14) 


W,—-— 2[I + A! I + ВВ + iEDA]^A' B 
因为 当 4 固定 时 ,上 式 可 以 写 为 
[W, + A! G + АА) АЈС + A'A) 
x [W, + A! (I + A4 AT + W,W! 
= (I + A' A) 1 (6.2.15) 
这 是 以 (一 A1 (I+ AA' 071 A, 0) 18 rR {> @ А. 内 切 于 超 球 
R, (m,n) 的 特征 流 形 的 (一 1,0) 点 , 当 4 过 所 有 (6.2., 11) 形 式 的 
方 阵 时 ,由 (6. 2.15) 定 义 的 超 圆 徐 把 #1, On ,mn) 盖 过 一 次 且 仪 仅 一 
К. 
Ў, (m,n) 中 有 不 变 度 量 
ds? = tr[ U — ZZ! )'dZ — Z! Z) dZ! J, 
(6.2.16) 
Ж ЕЗЕШ (тл), EE NR, (m,n) 的 Bergman 度量 ( 见 ( 典 ) 著 中 
$ 3.0 dx 45°ТЕ Ў, (m,n) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut (R, GR DF 
是 不 变 的 ,相应 于 此 度量 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 


= Sp. Se) 


1,й=1а, 


х (а, - Dns) sz. Эт, ES (6. 2. 17) 


这 是 在 Аш (R, (m,n)) 下 不 变 的 微分 算 子 . 
我 们 可 以 用 $ 5. 3 的 方法 ,把 此 Laplace-Beltrami 算 子 用 内 切 
ERER, B, HO тж, B 
ап = e $77 300g 一 e^ ,其 他 坐标 为 и"! |... um, 
1E A.B. H WJ h f JER kis SA BARCHE HEB, MU A 对 此 坐标 可 
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А = €, + g, 
Hp QE l, u” 的 常 系数 的 二 阶 椭圆 型 偏 微分 算 子 ; 
2mn а 
Q = 2) s M. (6.2.18) 
是 全 微分 算 子 ,M 是 一 阶 线性 偏 微分 算 子 . 我 们 可 以 用 热 方程 
If _ 
at 一 Sf 
的 热 核 hs Ge seu" DIE ph $ 5.4 的 积分 变换 方法 ,构造 出 热 方程 
af 
a cM 


的 热 核 HZ W, DR. 不 过 ,只 1 (m,n) 的 热 核 已 经 用 另外 的 方法 
构造 出 来 了 ( 见 文献 [52]), 因 为 中， (m,n) 的 算 子 A 用 伪 测 地 坐标 
表示 出 来 时 ,有 它 的 特殊 性 质 , 即 当 户 一 Ar sn DIES TS 
向 部 分 re r, 及 上 的 函数 时 ， 


Lis 1 ,3a 
Ай= 2i 24 sh? ?"*'pehy; ar; 
х Сс rj 2| (6. 2. 19) 
д”, 
其 中 
wolris r.) = [[Ghir; 一 shzr， (6.2.20) 
1<% 
利用 文献 [66] 中 的 结果 ,有 
a 204% = enin) ne 1б "+, 
(6. 2. 21) 
其 中 


1 а д 
А. = . 2n— 2т- | А 
”sho zolrichyr 9 fsh r ch; д -| И 


(6. 2. 22) 
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9 , 
使 热 方程 叶 一 Ay 化 为 


ж h) = Уа) — es onum) Gul, (6. 2. 23) 


这 是 分 离 变数 的 方程 ,对 每 一 个 热 方程 

Әһ, 

at 

FB SCRRLA7 НМЕ Ў, O1 00 LEGE ER, (1,n—m+ 
1 中 用 内 切 超 圆 坐标 把 方程 (6. 2. 24) 化 为 

9f, PÍ; 

32 w? 

此 方程 有 热 核 f; 并 且 有 和 解 


l mt 
SEn t) = e tl 


= ДА, (6. 2. 24) 


à f, 


. 
ди, 


4-2 —m + 1) (6. 2. 25) 


(6. 2. 26) 


用 文献 [57] 中 的 积分 变换 


AO (и, t) NN 1 [1 
nomi jst) = Tm 


_— 1 2V 
sho де 


—m 
fees) | dr, 
ch? 


这 是 方程 (6. 2.25) 的 解 , 则 
hG, Fast) 一 二 > 012, hi), + Gg 02) 
еі 1 
Аб (rj st) 


是 热 方程 (6, 2. 22) 的 解 ，c 是 任意 非 零 常 数 , 故 


h= (rm unu (6. 2. 27) 
CU), 


m 


是 热 方程 


— = Ah (6.2. 28) 
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的 解 . 我们 证 明 , 可 选取 适当 的 常数 c, 使 
lim | eUDA GO W) sr CZ WZ W), 
Бе Ф029, 


(6.2.29) 
ИП hGCZ,WDO sn CZW DÆ R, (m,n) 的 热 核 , 
дл Kaka SE KS HI kiku Y — qo PI S [B] B) ЖЖ, {Н ЖЕ 
所 有 对 称 空间 不 变 歼 曼 度量 的 Laplace-Beltrami 算 子 A 的 伪 测 地 
坐标 表示 的 径 向 部 分 皆 能 够 化 为 可 分 离 变 数 的 方程 ,还 有 更 大 一 
批 对 称 空间 不 能 用 此 法 构造 其 热 核 ,例如 上 一 章 的 实 典 型 域 便 是 
如 此 . 我 们 在 这 里 不 准备 重复 已 构造 了 热 核 的 对 称 空间 的 情形 , 例 
如 关于 名, (mr,z) 的 讨论 到 此 为 止 . 
我 们 在 此 只 讨论 典型 域 
Rin) = (W € С" |] — WW! > oOW = W!) 
(6. 2. 30) 
的 情形 . 至 于 其 余 对 称 空间 的 热 核 的 构造 ,正在 有 人 或 者 在 构造 
中 ,或 者 已 构造 出 来 (如 李 庆 忠 的 博士 论文 ). 
由 (6. 2. 30) 可 见 ,ga() 是 过 原点 的 复 超 平面 
W — W! = 0 (6.2.31) 
与 标准 超 球 R, (nom) BJ 2 LR E E Ж, (xz) 也 是 一 个 超 球 . 此 
时 变换 (6. 2.7) 化 为 
W = (1+2Ж (1—7). (6.2. 32) 
当 矿 一 W' 时 ,显然 有 Zr=2Q ,而 (6. 2.8) 化 为 
I— WW! = 24 +Z) 1G + Z )GQ + Zt )—1, 
(6. 2. 33) 
因此 ,变换 (6. 2. 32) 把 
Din) = (Z € C”x=|Z + Z! > 0,Z = Z!) 
一 一 地 上 映 为 Rion). 它 的 度量 可 以 由 R, (mx,m) 的 不 变 度量 限制 
在 复 超 平面 上 ,而 得 
ds? = tr[ (4 — WW! ) 1dW (I — W! W) ау" 1, 
W= W'!. (6. 2. 34) 
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RA Я. (0 BJ Bergman 度量 只 差 一 个 因子 mr 十 1( 见 《 典 ) 著 中 
8 3. 3) ,故此 度量 在 9 Cm) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut Rind FED 
变 的 . 经 变换 (6. 2. 32) ,此 度量 化 为 Cm) 的 不 变 度量 

ds = tr[ (Z + Z!) 14Z(Z + Z! ) dZ! ], Z = Z'. 
(6. 2. 35) 
Srlm) 在 下 面 的 线性 变换 下 不 变 : 
Z= АТ + iS)A, 5 = S' ЗЕ, 
А 为 实 上 三 角 方 阵 , 对 角 线 上 元 素 为 正 ， (6.2.36) 
ЖН. jr(m) 在 这 些 变 换 下 为 可 递 . 此 变换 可 写 为 
^ (6. 2. 37) 
A 


(1,2) = A'Q,T) " 
上 式 右 端的 方 阵 成 一 个 群 ГОЯ 02). 
在 (6. 2.36) 中 取 了 = 了 ,变换 
Z= A' (I + ;S)A (6. 2. 38) 
把 POR COD) —— BUR Әп Ол) ,而 变换 
W — [I + A'Q -iS)A]?U — A'G + i8)A] 
(6. 2. 39) 
把 T (Rion — — HEBR (то). (4,S) 成 为 三 点 的 内 切 超 圆 坐 
bs. 
H (6. 2. 38) 81 
dZ— dA' (I + i8)A + A! (1 + iS)dA + i A'dS A' 
= A'[8A + 8A' + i(dS + SëA + 8A'S)]A, 
9A— dA + A7. (6. 2. 40) 
由 于 
Z+Z=Z+Z' -—24'A, 
度量 (6. 2. 35) 的 内 切 超 圆 坐标 表示 为 


ds2 一 Ir ([(8A 十 84') + i(dS + S8A + 8А'5)] 
X ГА + 8A') — i(dS + 50А + ASY) 
= lu[GA + ФАУ + [ds + S8A 十 984'S)3] 
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т(т-+ 1) 
= 25 helu)du'du", (6. 2. 41) 
a,B=1 
其 中 
e ар Aim 
A= 0 е sy, 
0 0 En 
3I1 Siz Sim 
$ s Som 
s= С” . (6.2. 42) 
Sim Som Smm 


T 
u= (ul, tml ) 
一 Cu, tt Ug PG). GQ ist 50) Goa sz stay ts 


s 1, m3511 S229 "** » S5 5512 58:3 s ** 4 S1, 999,81). (6.2. 43) 


设 


" M " Pul 
g 一 ‚т< . 
0 A 0 A, 


Id (9 + “| 
T= 


0 AA, 
А dSÀ 
= ~ l> C6. 2. 44) 
_ 0 А 
其 中 A= АА, 5 = S + A'S A”. (6. 2. 45) 
当 r= Hf, 
А = A7, 8; —— ASA. (6. 2. 46) 


根据 引 理 5. 3. 1, 要 计算 (6. 2. 41) 的 度量 方 阵 


H (o) = (h; Са) ) знн) 
的 值 ,要 先 计算 
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alor) 77! 
| до Ja 


ад = аА • А,, 
dŠ = 45 — AT'S ATSA — SA'A T'S A~. (6.2. 47) 
以 (6.2.46) 代 入 ,得 
аА = dAA !, dŠ = dS + 86A + 6A'S, 


的 值 . 由 (6. 2. 45) 知 


或 者 
dA = dÃA, dS = 45 — SdA — 6A'S. (6.2.48) 
da ds 
a(cr)] das) — dà dà 
故 | =т= ы a[ (6249 
ds di 
H (6. 2. 48) Я] 
da,,= dà,,a,, P 一 lsn; 
da,,— > daan 
i=] 
4-1 
一 аа, а + dà ма, + > då pau Gh p <q). 
¿= p+1 
(6. 2. 50) 
亦 即 


du,— dà,,, 


q—1 
da = 42а py _ då pe"? + > då pan. (6. 2.51) 
l=p+1 
FIE p<q 时 ， 


dá 一 аб» , (6. 2. 52) 
da, , . = P _ 
dz E 4x 的 一 次 项 或 0( 当 j< BD. 同样 ,由 (6. 2. 48) 第 二 式 知 


п т 
dsp = dš, 一 > sord2 一 > аа, ,5,, 
1—1 1-1 
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一 di, UV d pS pg UU das pg 


4—1 P—1 
` ~ = 
一 > dà,s, 一 > das, 
i=] 1 


特别 是 
ds 
da, = (д, + д5» 
.d 
42 是 sw 的 单项 式 或 为 0 
由 (6. 2. 51) 知 
da _ Io? R, 
da [o D 
К, Æ aC < q) 的 单项 式 或 为 0. 
eh 
* 
D= е“ , 
0 
€"n-1 
ае Г, = exp У) (т — ј)и;, 
j-1 
da 
di^ 0. 
H (6. 2. 53) 1 
ds N aa [82 
dg Ë sn 的 单项 式 或 为 0. 记 为 | | ， 
2 
ds 
di I. 
因此 
I R, R, | ” 5 
2(0т) 1! mim — |) 
E aa 0 Dn 2 
7 о о TI |m@+ D 
2 
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(6.2.53) 


(6. 2. 54) 


(6. 2. 55) 
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此 外 , 当 A—I, S=0,(6.2. D% 


ds’ = Helda +44) + [45°] 


= l LS (дан + day)’ 十 一 L Sas 


4 — 4 а 


= Sl + Уаз + Уа + L Ув, 
j=1 2 jk 4 1=1 2 P1 


Н (е) = — Io? a Qe 1) Ф 11% Ф тес D 


(6. 2. 56) 
根据 定理 5, 3.1, 有 


mei [691^ nor 


I R. R, 
= |R RR +20, RR +20, |, 
R, КВ, + 2Г,Г, R,R, + 2Г,Г, + A, 
(6.2. 57) 


其 中 ASSAI OQ2IT TOS, 
此 外 , 令 
g= detH (u) = (detT'r132 


— peg — 250 — P» (6. 2. 58) 


由 (6. 2. 55), (6. 2. 56), (6. 2. 57) B[ Aj 

АЁ = h (H у —],-—,.m; B= m + 1,:** ,m(m + 1) B 
E as Cp RE su CO A Eo. 并 且 由 (6. 2.56 5 
(6.2. 510 Hd 


| т(т-+ 1) 
һ#(иу= > песо) Š T 
А,р=1 
ди? . du’ _ du? 
k=l dá, dà, dà;' 


du? 
td 


304 复 超 球 及 其 他 [第 6 章 
因此 由 (6. 2. 52) 与 (6. 2.53) 有 


m(m+ 1) тбт +1) 
| д Һи) "ЧА? ә da 


n ШЕ ИЕ £4 ди? ` dà; 
_ д da,, a ds, 
Е "m" M pa da; u pug B p аа, 
一 >ë, — 210; T б) 
p<q p 
= 21— $u- Bl 
p< JE P<; 
= (—1)-— @m — j+ 1) — j 
=— (m — j+ 2). (6.2.59) 
重复 (5. 3. 63) ~ (5. 3. 68) 的 计算 可 知 
Af = Š,f + f, (6. 2. 60) 
其 中 
c. 22 f If 
S= Dt- Da- por + Df, 
(6. 2. 61) 
"с 3 
QF 
gf A М.Ј, (6. 2. 62) 
т(т--1) 
M.f = Mei -e-»ns >; ar 24. 
В=т+1 
(6.2. 63) 
59|386.2.1 Жу 
д 
a = sy 


ЛЕ К^ 的 热 核 为 


ho , tu, t) = 1 


(Ул. )” 


emm FLA иы), 
其 中 | 
e o Dm- pot D. finn edt 
这 是 可 以 直接 验算 的 ， 
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现在 令 
hír 0.7 »£) 


l 1 m-— TP 
= т}, > TL Tre h (n ’ Tes (6. 2. 64) 


其 中 了 的 定义 见 (5. 4. 21). 
取 训 ,rm 为 ZERilm) 的 伪 测 地 坐标 的 径 向 部 分 , 即 
thr 
Z=U . U', (6. 2. 65) 
th Fn 

ДФО 2 m Br EZ Pe. 根据 ( 典 ;} 著 的 (3. 3. 40), 由 原点 到 2 的 测 
地 线 长 度 为 

r(Z ,0) = [ri + = + ri]. (6. 2. 66) 
由 于 先 1Gx) 中 任 两 点 的 测 地 线 长 度 x(Z,W ) 是 经 全 纯 自 同 构 不 变 
的 , 即 

r(zZ,r-W) = r(Z,W), rE Аш. (т)), (6.2.67) 


特别 是 
r(UZU',0) = r(Z,0), (6. 2. 68) 
即 如 令 
ri = 102,0), j= 1 ,ms (6. 2. 69) 
则 


ri (UZU! ,0) ,ra (UZU' ,0) 
可 能 有 一 次 序 的 排列 , 即 上 式 可 能 分 别 等 于 
ri 02,0), ri (7,0), 
HE o mE ,m) 80 A448. 
原点 为 中 心 的 Z 点 的 伪 测 地 坐标 是 指 (6. 2. 6508 7，… r, 
5j m 阶 西方 阵 UU 的 (局 部 ) 坐 标 一 起 而 言 的 ,其 中 ，…,r 称 为 径 
向 部 分 ,我们 要 证 明 


H (Z.W ,t) = AG (Z,W),* r, (Z ,W) t) 


1 
cR | Gn)) 
(6. 2.70) 
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是 热 方 程 


af | 
> = 87 (6.2.71) 


Е, НО, ә) = HOW ,Z,DXFZ 适合 以 上 方程 ,并 且 适 当 

选取 常数 c(Rr(m)), 便 有 

lim |, DHZ WZ W) — (6.2.72 
PICO 


对 任 一 在 9t m) ЖЖ НА gCZ). 这 里 Z 是 名 i(m) 的 不 变 
度量 的 体积 元 素 , 即 


dz, A da; 
= det — `Z y «1l II — E (6.2. 73) 


j=1 e-1 


为 此 首先 要 证 
c Gl o) = lim [A GC MW» stt r. WD ,DZ 
— +0, 


(6. 2. 74) 
5 W 无 关 并 且 不 为 0, 其 次 要 计算 Z 的 伪 测 地 坐标 表示 , 这 将 在 下 
+ HE BB. 


86.3 Ri Om HIRIZ 


先 计算 RODAR ОДНАК ВУЖ. E m X m Я 

对 称 方 阵 Z, 248 m 阶 酉 方 阵 上 使 得 ( 见 《4 典 》) 著 附录 )Z 可 写 为 对 
称 方 阵 极 坐标 的 形式 
ГА, 


2 = 0 U', Mss Efi, (6.3.1) 


A, 
À , ttt sAm HU 的 (局 部 ) 坐 标 称 为 2 BOTE E E, А, y Àm 
是 径 向 部 分 . 4 ZERO, A А,<1, 5 


À; 
Àj = thr; s r; = Lor lth 7 一 l,m. (6. 3. 2) 
J 


EEEH rotorn 与 U BJA PAP Sta GO I VAR LOS FoU S 
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伪 测 地 坐标 ,xr.，,… r, 称 为 径 向 部 分 ,因为 
r = [zi + + + rë J 
是 原点 到 Z 点 的 测 地 距离 , S 
А 
А = (6.3.3) 
À, 
则 有 . 
dZ =U(dA + UA + AU')U' , 80 = САУ. (6.3.4) 
因此 RiCxm) 的 不 变 度量 (6. 2. 35) 在 对 称 方 阵 极 坐标 下 为 
ds?— tr( (4. — А) 71 (dA + 8UA + ASU') 
x (1 — M)" (dA — ФА — AU) ] 
= п — A) Зал — А?) dA] 
+ tr[(I — AD (UA + ASU’) 
x  — A) ОА + AUY ] 


3 dX _ $ 1 
TN AZ Sig 
2 
>x (Qua A, + А;диь;) $ (6. 3. 5) 
1—5 


Еф óU = (uu). AF eU = – 0, п] 
ди у= iJ, би» = Q + idu, 
9477 — Фу» Фа = Ф» 
其 中 gx 与 如 缘 为 实 的 一 次 式 , 它 们 一 起 构成 了 和 阶 西 群 UCm) 的 
一 组 协 标 架 . (6. 3.5) 对 此 协 标 架 可 写 为 


, т т 2А, 2 
ds 一 > dz? + У! а d), 
j^ 71 j 

十 2>， 


< 


1 
1 


V (1 — (1 — А) 


х (А 一 Àj) 93 + Q, + AD] 


2 
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一 = Мая + > а at 


+ 222 一 А)? 2 
A d AD" 


Qa (А, + А) 
十 2 E (6.3. 6) 
2 a-pa- pë 


因此 ,对 于 度量 d* 的 伪 测 地 坐标 的 体积 元 素 为 


. Án R 一 AD? ^ 
Z= mm fi а All а 5 = | 


Jk 


x ања», 0, IT ә 


j=l Jk 


gine T stes, 


П (shir, — sh?r,) 


Pe 


X d (dr, dr, d, ---d6,; 


l - 
一 277" D eor ttn) 


х [зәл "dr, d. (G)d6, -.-40,2, (6. 3. 7) 


j= 


其 中 0.，… ,0, RER U (m) 的 局 部 坐标 
2, (0) = PO 0.2) 只 包含 бе, б? 
Gur, eur) = П (sh°>, — sh?z,). (6.3. 8) 
E 
根据 (6. 2. 58) 55 6. 2. 560 ,ds 对 于 内 切 超 圆 坐 标 (4,8) 的 体 


. 1 . 
Z= "О" (udu! du” ”tl) N 


@(u) = Е У (о 一 pu, (6. 3. 9) 
j-1 


a> 
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et 


A= А+Г, A= `. E 


u 


P= dudui”? = Даа. 


peg 
S= du? mt tl du" "tD 
= [[45„]]4„ = |] dss.. (6. 3. 10) 
j=l je PE 
如 证 引 理 5. 4. 1 一 样 可 证 以 下 引 理 : 
引 理 6. 3.1 在 iCm) 定 义 的 函数 (2) 可 写 为 


fZ) = f| i + А HIAS AHA – 28А] 


的 充分 条 件 为 AUCZUD')= /(Z) (对 任 一 西方 阵 U). 

若 h(Z, у= H(Z,0,:) ÆRA EG. 2.71) 的 热 核 , 并 假定 它 
适合 条 件 (5. 4. 36), E E rh IE n 1 nmt, 则 必然 适合 
h(UZU' i= h (Z 0. WE- EBGA 


hU, = h, n + А ASTA + А! — SA], 


(6.3.11) 
其 中 (4,S) 是 2 点 的 内 切 超 圆 坐标 . 
令 
h,(u, t Umt) 
1 lr ООУ 
= Lf aL + A +45] 
m SA” 4 
х [А + А7! —i8A].:4] P 5 
= J hda" tedu™, (6. 3. 12) 
п" Ja” 


则 对 任 一 在 R” 连续 并 有 界 的 函数 Puun) A 
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lim Pl) po (u) ha Си, уи st) du и" 
10 J| R” 


Qno D 


орт 


= 2—90). (6. 
л” 


今 


1 2 
Аз (и, 一 2 二 7 Po Си, $t US) 


X h,Gu ,* us st). (6. 


TR 4 (6.3. 122 & (6. 2. 600 ,有 


Ih 1 9h, an. 1 . 
x cuj x P $= [sa 5 Roh. 


т” 
(6. 
а? а 
取 L = 2 +2244 (а, = m — j+ 1), 
(6. 
则 有 
2 
3; CA^ = €). (6. 
fi Co. 3. 10 RT 5 5 
pmo Dg lim | Ф(и) 
tœ oS R” 
x Le "gh, n v us t) ]диү du, 
= @(0). (6. 
34 


А; 一 IMEDA (ujt st st), (6. 


其 中 hou, $117 90 6 ,是 引 理 6. 2. 1 定义 的 函数 , 则 
әт" ah, 


.13) 


‚ 14) 


15) 


.16) 


. 17) 


. 18) 


. 19) 


适合 热 方程 (6. 3. 17) 及 (6. 3.18), 即 是 方程 (6. 3. 17) 的 热 核 .由 于 


热 核 的 唯一 性 ,可 得 如 下 引 理 : 
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引 理 6.3.2 # 
h| Lp LAC E HIASTLA ФА +54], 


af | 
a cM 


HRI H CZ 0,0 RE PLUR А s Жел, ШЖ 


А, (и . smst) 


— EINE + AC Ф iA'ST 


x [A + A^ — :SAJ.:) PS, 


其 中 


ћ, (и; TUM 


= 9jnes др 1 e «аът 
nt 


x exp| 一 lo 一 > u; . 
4t 7 一 1 j=l 


现在 就 是 设法 从 ha tti s**t Um КЭ реа: hok. 
如 证 明 引 理 5. 4. 4 一 样 可 证 明 , 当 有 适合 条 件 (5. 4. 360 3908 
Т.Т Гр (т, КОА Э 


ch?r, 
=h, ( E 路 (6. 3. 20) 
chir, 


把 它 对 称 化 , 令 
А Сту Stars) 


= 1 XI TOT: oe 
m! А in im- 
*( DA 


X Т" lh, ri t), (6.3. 21) 
a 
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WE 
ri = nOX,0). r, = r,(X 0) 
ER, Ол) ARE ERI P] RAT A F At rD Erot 
ru 的 对 称 函 数 , 故 能 写 为 


AG, $t, T» 


— (Eta + A^ + IA'S] 


x [A+ A 1— isA]4]. 


如 证 定理 5. 4. 6 一 样 可 证 如 下 引 理 : 
8|386.3.3 (6.3.2) = XJ Ar (2,0), r4 CZ400 E 
合 方程 


oh 
эр h. 


4 ry € Aut (л Go) [i e (W)=0, УЯ 


H OZ ,W ,t) = hr CZ,.WDO n ZW) t), 


СОТ, ояу) 
(6. 3. 22) 
Яфес 是 一 个 非 零 常数 ,r;(Z,W) 定 义 为 
ri(Z,W) = r,(zy (Z) ,0). 
对 任 一 cE Aut Clg (т) ) ,考虑 rias (G (Z)). H T tas (o0 2200, 
变换 tow) ° 0° ту! 把 原点 变 为 原点 ， 因此 有 
Tawm 0 CZ)) = Urw(Z)UV',U 为 西方 阵 . 


这 证 明了 
Н (6(Z),0(W) D = H(Z,W t), V o0 € Аш, Gn). 
(6. 3. 23) 
其 次 ,我 们 要 证 明 
HOW 0) = HOV ,Z.t). (6. 3. 24) 
此 即 要 证 


TI(zy(Z),0,) = H(z;,(W),0,1). (6. 3.25) 
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实际 上 ,对 任 一 o€ Aut tO ,有 
H (1 (Z2,0,0 = H(T,y(G(Z)),0,1). (6. 3. 26) 
RIS МЄ. (т) Z 3] W 的 测 地 线 的 中 点 , 即 Z 到 MM 与 MM 到 
W 的 测 地 线 弧 长 相等 . 令 


cT —- Т, 

W e =e CHR). 由 于 变换 ou! oco ou BA (см ° (° ou) =e, 2 
ou (Z) = Zi 

则 t ° ou(Z) = — Z.. 


由 于 0 点 到 2 点 与 到 一 Z, 点 的 测 地 线 以 0 点 为 中 点 ,cz 使 此 测 地 
线 变 为 由 2Z 到 W 的 测 地 线 ,把 0 点 变 为 M 点 ,此 变换 使 测 地 线 距 
离 不 变 , 故 必 有 

сы! ° t° G (Z) = W. 
Bas 2E PR {ЬЕ ou! о со ом, 

O4 ° (o° g (W) = Z. 


—&— — — ——9-—————————e 
-21 о 21 
В 6.1 


а= ом! ° ° ом. 则 由 
H (t (Z),0.0 = HG, (O2),0,0 
= Hz QV),0,0, 
得 出 (6. 3. 24). 
此 外 ,A 在 Aut Ot, Gm)) 下 不 变 , 从 而 有 
Az = Аж», 
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A;H(Z.W = А co H GwG2,0,0) 


= ZHGW.D. (5. 3. 27) 
5]386.3.4 9i (m) P BJ FE X W xx Z 5 W K Té fE 
c€ Aut Og G0) f f$ 002) =W 与 a(W)=Z. 
定理 6. 3.5 db H(Z.W ,O EH (6. 3.22) 定 义 的 函数 , 则 有 
G) HGUD,o0V) ,D — HCZ,W ,D.V oC Aut tuo, 
Gi HOLGW,0-—HQOV.Z.D 
GD НОИ) ДНС, D 
=AzH(Z,W м). 
要 证 明 H (Z ,W ,是 热 核 ,还 须要 证 明 以 下 定理 : 
定理 6. 3.6 由 (6. 3. 220 XE XLI] ER HE CZ, W 0 n [ab SA XE 
常数 c(Rilm)), 使 得 


limf, СЭН Ж DŽ = W), 
其 中 pg(Z) 是 在 9i(m) 连 续 并 有 界 的 函数 ， 
cU, OO) = lim | AC ZW) ,ra (Z ,W) DZ. 
证 正如 8$5.5 所 证 的 一 样 , 只 需 证 明 
cQ (т)) = im[ ac sesneDZ (6.3.28) 


不 为 0 便 足 够 了 ,其 中 由 (6. 3. 21) 定 义 .由 此 及 (6. 3. 72/8 
|, NA Gi $t. „)7 


анто d. | 
| 
0 


Ape 
m 
- CT2R—1 
Хе || TA fi, .Ddn--dr, 
-] 


£ 


„" 1 
sh2r; = 
Ц ЕЯ 


(Vr ttt nu) 


$6.3] 


其 中 


RE E Е U Ол 


Rim) ЖЖ 


x J p (Od, db, 
Um) 


a= Ут jG — j+ 2) + m, 
=! 


fi(r,t) = ею] 12 1 
r=? V Esp ur —2^/ts,, 
Fitr,t) = Tfi t) 


Uo = | s (0)d0, ---d9,;. 
Um) 
) 的 体积 , 则 (6. 3. 29) 可 写 为 


| hG, r, Z 
Rao 


= gynon 1) 2 


xj 
0 


4 е“ e 
Ма. „2з |, 


DA 


ш sh4 V t s; 5; 
> (2 / [4 1 
ШЕ 4Y ts; "x 


F,,- 2 V ts, ,1)а5, +45, 


== 27™ T 


x 


— 
° š 


m oo 
we ... 
6 


"(e 


x [Tbe s y Дои) 


1 


j=] 4Y ts; jz 


X F; a( t s; t)ds «5. 


VEDE s, 2 V £ Sa) 


315 


(6. 3.29) 


(6. 3. 30) 


(6. 3. 31) 


(6. 3. 32) 


[02 Vt raD СЄ V t s, sss) 


(6.3. 33) 
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根据 (5. 5.5)、C5.5.9)、(5. 5.10), 有 
lim(2./ t YF (2 t s,t) = Q,Gs) 


-[i- fL sc Eg 
EM дт, ДУ, A ry) Jr, дт, 
2 dr, dr; dr, 


>x ет" ... 
Vn ri — r K -s 
š со x 
— 9k — 
= 2 | | e ire r-r 
Ov 


k 


x Vi — ne Vri — stdr.- ағ, > 0. (6. 3. 34) 
由 此 及 由 (5.5.8) 知 


СО (т)) = lim ВОт 002 


zt 0, 9p 60) 


= zi Puo £| T^ -| 


x Ils С), GO ds ds, > 0. 


k=] k=] 


Il co —р 


je 


(6. 3. 35) 
定理 证 毕 . І 


定理 6. 3.7 典型 域 Dia om JE EE EE]. Laplace-Beltrami 
HTF A 的 Green 函数 为 


G(Z,W) =— |н, йш, 
Жен H(Z,W ,i) 为 热 方程 


的 热 核 . 即 对 任 一 在 90s Cx) 连续 并 有 界 的 活 数 p(Z) 有 
af P606 WW = (2). 


由 于 r,(Z,Z)=r+r,(0,0)=0, j=l, mix 
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H (Z ,Z.t) 一 AC0,:,0,0. 


1 
c(t , 022) 
563.8 Н(7,7,1) 5 ZER. 


$ 6.4 其 他 超 球 及 对 偶 空 间 


在 1959 年 华罗庚 与 陆 启 馈 '” 合 作 发 表 的 文章 最 后 一 节 , 已 经 
知道 把 对 称 空 间 SO GR 22/8 COGn0 ХО(п)) Н m X 5 XB EE X 
将 其 实现 为 

QX.On.n)— (X € R=*"|I — XX' > 0), 

并 且 在 此 域 上 建立 了 调和 函数 论 , 即 把 此 域 的 Poisson 核 构造 出 
来 ,以 之 解决 Dirichlet 问题 . 接着 ,作者 开始 对 非 例外 的 ,不 可 约 
的 . 黎 曼 大 范围 对 称 空间 (为 简便 起 见 , 简称 之 为 NIRGSS, 即 
Nonexceptional Irreducible, Riemannian, Globly, Symmetric 
Spaces ) 用 矩阵 实现 ,以 期 把 典型 域 及 St, On. n) ËJ BRI ER ЖТР. TE 
三 到 非 紧 的 NIRGSS F. 但 当 把 它 全 部 实现 之 后 ,发 现 它们 都 是 
超 球 ,或 超 球 与 一 超 曲面 之 交 . 如 果 只 考虑 超 球 , 则 这 些 超 球 的 调 
和 函数 论 在 方法 上 与 已 知 的 并 无 本 质 的 不 同 , 故 作者 三 十 多 年 来 
对 手稿 是 否 发 表 并 不 在 乎 ,虽然 已 有 若干 人 用 到 此 手稿 的 结果 . 但 
有 超 球 就 有 内 切 超 圆 坐标 ,这 对 热 核 的 构造 至 关 重 要 . 要 把 构造 热 
核 的 方法 推广 到 其 他 非 紧 开 型 对 称 空间 ,证 明 这 些 对 称 空间 也 是 
超 球 就 有 必要 了 .所 以 这 里 把 未 曾 发 表 的 手稿 的 证 明 拿 出 来 , 供 后 
继 者 参考 . 这 里 包括 了 非 紧 焉 型 对 称 空间 的 对 偶 空间 ( 即 T 型 对 称 
空间 或 对 称 扩充 空间 ) 的 矩阵 实现 ,因为 超 球 就 是 在 对 偶 空 间 中 定 
义 的 . 这 两 类 已 经 占 了 对 称 空间 的 大 部 分 ,所 以 这 里 把 余下 部 分 
( 即 工 型 或 型) 对称 空间 的 矩阵 实现 也 写 出 来 . 先 把 结果 列举 出 
来 ,随后 再 作证 明 . 

这 里 对 称 空间 及 典型 群 的 符号 皆 沿 用 Helgason 的 书 中 
Chap. X 中 所 用 的 符号 . 表 6. 1 中 第 一 列 来 自 该 书 相 应 表 中 的 
NIRGSS, 第 二 列 是 本 节 将 要 证 明 的 该 表 左 边 的 对 称 空间 的 和 矩阵 
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表示 . 在 此 之 前 ,首先 指出 第 1 类 型 NIRGSS Ж: 
SL Q-1,C): 是 行列 式 为 1 的 复 n 十 1 阶 非 异 方 阵 所 成 的 群 ， 


nzl; 


SO Qn 1, C); 是 行列 式 为 1 的 奇 阶 实 正 交 方 阵 所 成 的 群 ， 


nz; 


Spn, CD): E n 阶 复 辛 群 ,n 宇 3; 
50(2п,С): 是 行列 式 为 1 的 偶 阶 实 正 交 方 阵 所 成 的 群 ,n 之 4. 
它们 本 身 是 矩阵 群 , 即 本 身 就 是 矩阵 表示 ， 


表 6, 1(8PD 
商 空 间 


第 五 类 型 NIRGSS 的 矩阵 表示 


和 矩阵 表示 


SLG,R)/SOGQ) 


8220.5 为 n 阶 实 对 称 方 阵 ， 

适合 detS 二 1, 或 者 
I—TT'>0,T Уп 阶 实 对 称 方 阵 ， 
适合 det (I 十 T)=det(1 一 T) 


SU * (2) /Sp (n) 
SU" 为 2n 阶 非 异 复方 阵 A, 
适合 AJ= JA 所 成 的 群 . 


0 
J= 
— 1") 


Io 
0 


H>0, H =H! , 
deH-1,HJ—-JH 

或 者 

T 一 7T1 »0,TO» — —T' ,TJ—JT, 
det (J-F T) —det(J —T) 


SU(Cp.q0/SQU Cp) XU (gq)) 


I—ZZ! >0,Z 是 рхо ЯЖ 


SO(p,g)/S(O(p) хОСд)) I—-XX 0.X 是 pq XH RF 
SO* (21)/U (n), SO" (2n) T 一 ZZ1 >0,Z®= —Z' 

是 行列 式 为 1 的 2n 阶 复 正 交 方 阵 A, 

适合 AJ—JA 所 成 的 群 _| 


Sp lin,R)/U(n) 


Splp,q)/ (Sp(p)X Splg))Splp,q) 
同 构 于 四 元 素 p+q 阶 非 异 方 阵 , 适 合 


I 0 I o 
0 — 0 —Io 


i—Z2! »0Z-z 


I—ZZ*>0,Z 是 px MERER, 
Z* ЖШН ИЕ 

I 一 TT' >0,T рх 20 AER, 
适合 — KUPT-TKPO, 


0 1 
Kb =pro ax | | 
—1 0 
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表 6.1( 乙 ) 第 工 类 型 NIRGSS 的 矩阵 表示 
ТТ 25 [8] 矩阵 表示 
SU(n)/SO(n) 所 有 行列 式 为 1 的 方 阵 
e? 
ё% 
5$=Г I" s 
е'®„ 
其 中 本 为 任意 Ei JÉ, 


0 he 22:0,2>0 2772701220, 1220520 


50(2п) /Sp (n) 


所 有 行列 式 为 1 的 2n 阶 方 阵 


0 
ка, "ye. 
0 A 


其 中 以 是 酉 方 阵 ,适合 UV =JU, 


0 [o 
{== ， 
— [I SO) 0 


et 
A= "u . , 
et, 


z>0 Rem. 


SUCe-qO/SQUCB) XU(q) 


SO(#+q)/S(O(p)XO(q)) 


URERA р рх (z 二 9g) 复 矩阵 8 为 “ 齐 次 坐 
标 ” 的 空间 , 即 复 Grassmann DUE Sco. o? 


以 所 有 秩 为 p Хх Gig) EB EE X 为 “ 齐 次 坐 
к” 2x8]. B 3E Grassmann WÉ SRON, n) 


SOn /U (л) Foam HR RH FRKE” ,适合 38 = 0 所 
成 的 子 空间 . 
SpOY/U а) Sam PHA FKE S ,适合 BIB =0, 


0 Io 
— [o [0] 


所 成 的 子 空间 


Sp(p+q)/(Sp(p)X Sp» 


以 所 有 秩 为 2p @]2рХ (2p + 23) HR BE 3 为 “ 齐 
кай"ю ею, е 8 жа ки = 
BKE +20 И Grassman DES oOx n) 
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注意 : 表 6. 1( 甲 ) 与 ( 乙 ) 的 空间 按 次 序 一 一 对 应 ,它们 的 固定 
子 群 是 相同 的 , 称 为 互相 对 偶 空间 .( 甲 ) 中 的 空间 是 非 紧 的 ;( 乙 ) 
中 的 空间 是 紧 的 . 当 ( 乙 ) 中 的 空间 有 复 结构 , 即 第 三 行 、 第 四 行 p 
二 2 的 情形 ,第 五 与 第 六 行 的 空间 , 称 其 对 偶 空 间 为 扩充 空间 ( 见 
《 典 》 著 中 31.1), 在 ( 甲 ) 中 第 四 行 的 空间 如 一 2 时 ,等 价 于 典型 域 
Ry Cg). 

我 们 讨论 的 大 多 数 是 表 6. 1( 甲 ) 中 的 对 称 空间 ,这 不 免 要 涉及 
到 它 在 ( 乙 ) 中 的 对 偶 空 间 , 其 他 两 类 CI # N 类 型 ) 有 村 也 考虑 ( 见 
文献 L48j 中 所 附 的 文献 ). 

表 6. 1( 丙 ) $ IV 2E NIRGSS 的 矩阵 表示 
商 空 间 和 矩阵 表示 

SLO-1,C)/SUG1) | 所 有 2 十 1 阶 复方 阵 H2>0,H=H'' ,detH=1 
500291,6) /50(2п+1) | 所 有 2n 十 1 阶 方 阵 


eh 0 eh 0 
Н=ГР, | je-e| Je: Poro! 
0 eh 0 е^ 


Rb DGEESBSEIESEAHE EAR 2220, 


1 1 1 
Р=[% >x —— Dı 
мо Li —i 


SpG,C)/SpQ) 所 有 2n 阶 方 阵 
А 
o [A 0 Е 
н -v[5 | 7 Ji 


AZUIRACRÓ. 
RPU 是 任意 的 西方 阵 ,适合 Олл, 


0 I 
J- 
La о. 
SO(2n,C)/SO(2n) 所 有 22 阶 方 阵 


ее у ee 


Жен r {ЕЖЕ SCIESE y Ж .А®>М>0, 
=[% П 1 ] 
P =I = оз 
oo 


Н=ГР» 
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现在 依次 证 明 表 6. 1( 甲 )、《 乙 )、《 丙 ) 中 的 矩阵 表示 . 


证 〈 甲 ) 中 的 矩阵 表示 

G) SL ,R)/SOQ): 

XE SL, RE л 阶 的 行列 式 为 1 的 实 方 阵 所 成 的 群 ,SOCn) 
Ж n 阶 的 行列 式 为 1 的 实 正 交 方 阵 所 成 的 群 . 

W AESLAR), WFE n 阶 实 正 交 方 阵 站 与 ,使 得 


À 0 + 0 
А = Г, ° ^ ° n 
0 0 = À 
А > À, > ++ > 2, > 0. 
由 此 知 А = 8Г, (6. 4.1) 
其 中 Г = Г,Г,.%# Б det = 1,81 ГЄ $О(з); 


S = Г, DID, ERA detS = 1. 


А, 
如 果 能 证 明 (6. 4. 1) 的 分 解 是 唯一 的 , 则 S ЖАЄ 51 (л,К) XE 

商 空间 SZL(n,R)/SO(n) 的 唯一 的 代表 , 这 些 S 便 构成 此 商 空 间 ， 
如 果 有 


Sr = SË, P € 50(п), 


А 
S= Fo À>... > 4 >0, (6.4.2) 
А, 
则 有 52= 5°, Bp 
А А 
Г\Г, = Г.Г. (6.4.3) 
A, E 


应 用 下 面 的 引 理 : 
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引 理 6. 4. 1 BAENA A n NTE FADE BER BA 
= AB, iB Sr BA= AB. 
此 引 理 的 证 明 是 显然 的 ,只 要 比较 方 阵 两 端的 元 素 便 可 以 了 . 
应 用 此 引 理 于 (6. 4. 3), 便 得 
A. 
Г\Г, 


即 S = Š. 
由 (6. 4. 2) 知 
r= P, 
B SLO ,R)/SOG)S BUR GT 81] SERE IE ХЕ ТРКЕ S. 
作 变 换 
T= (+5) '(I— S), 
显然 了 是 实 对 称 方 阵 .由 此 知 
I — TT = 4G + SX SGT + 8) > 0. 
由 逆 变 换 
S—-QO-—T)UG +T) 
知 ,det(7 一 T)( 十 了) "1 二 det 5=1.# T EA 
det d + T) = det (I — Т). 
这 证 明了 ( 甲 ) 中 第 一 行 的 矩阵 表示 成 立 . 
Gi) 807° (222/SpGD : 
这 里 SU* (2n) 是 2n 阶 行列 式 为 1 的 方 阵 4 ,适合 
0 17% 
| 
所 成 的 群 ;Sp (ww) 是 辛 西 群 , 即 2 阶 方 阵 忆 ,适合 
UJU' = J, UU! =I 


A ЈА, J = | 


所 成 的 群 . 
我 们 只 要 证 明 A 能 唯一 地 分 解 为 
А = HU,HJ —JH,H = H? 正定 ,detH = 1. 
其 他 的 证 明 便 如 G) 一 样 ,所 以 从 略 了 . 
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实际 上 ,A4i Æ Hermite 方 阵 , 适 合 


АА! Ј = ЈАА!. 
根据 《4 典 》 著 中 附录 1 的 定理 1. 5. 存在 西方 阵 Ui, 适 合 
UJ = JU,, 
使 得 
À O n 
AA! = U, Ul, A= 
0 A 
Fi 
а Z po Z> ++ Z pan > Ü 
必定 有 аен, = 1. 
今 
v 44 
A 一 , 
V f 
则 有 
Аг! Aj! 0 t 
| Ui al U; al -I 
0 Aj! 0 ү! 
即 


0 1 
У, = ОТА 
0 A 


Е Е, Ж) И, KIIRA, HR 38 


VJ = JV.. 
由 此 知 
A O 
A=U, Vi = HU, 
0 A, 
其 中 
U = ү, 


是 西方 阵 , 行 列 式 为 1 且 适 合 UJ=JU, 
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H=U A 0 lu: 
= U. n 
是 行列 式 为 1 的 正定 Hermite 方 阵 ,适合 HJ —JH. 分解 的 唯一 性 
的 证 明 如 (i) 一 样 ， 

作 变 换 
T=G( 3 Hy = HI = Q — H>(I + Hy. 

由 此 可 见 


T'=— JQ — НА + Н)! 
=- (I]— НИ + H> 'J =— T, 
TJ= PI + На — Н) = ЈГ, 


并 且 
I— Tl = 4 + HYH + RH y 0. 
H m 4E df 
Н = © TY +T 

知 det(J + T) = det(J — T). 
这 证 明了 ( 甲 ) 中 第 二 行 的 矩阵 表示 成 立 . 

Gii) SU (p »q)/S(U Cp) XU (q)): 

50,9) 17512007187) p 十 gq 阶 方 阵 A 适合 


(1% 0 Io 0 
A А? = 
、 0 — г 0 EN I 


所 成 的 群 ;S(U(p) XU (gq)) 表 示 p+ METEU EA 
U^ 0 
0 V 
所 成 的 群 . 此 两 个 群 的 商 空间 习 知 可 表 为 典型 域 中, (p = (Z€ 
‚С*х#\1—77' >0). 但 在 此 仍 给 出 一 个 直接 的 证 明 ， 

据 引 理 2. 1. 1. 4 可 写 为 


U = 


|. det = 1 


É ; | 
А = D(Z) , 
0 U, 


xt 
+ 
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Q—2ZT O+ ZG =Z Zy? 

П 77у (1—7'7у% 

I—ZZ > o, (6.4.4) 

其 中 {л 5 U. E BE p 阶 与 9 阶 西方 阵 , 适 合 deu, «дец, =1. Ж 
下 只 证 明 分 解 的 唯一 性 : 若 有 两 分 解 ， 


D(Z) = 


, 


pon ° DZ M | 
0 Uj "7 V," 
则 有 
UV EDOT DG) 
0 UV) UU 
不 难 证 明 
[D(Z)J = D Ӯ). (6.4.5) 
而 
рс Z)D(CZ ) 
u (I — ZZ)? 0 | 1 F; 
0 aq — ZZ rJ. Z 1 
б Ё 7 (1 — 7,21 ) 0 
Z I 0 G—Z Z.) ij 
| da —ZZ)5t1 0 
0 Q—-ZZyt 
; — 271 2-7 
Z-Z I—ZZ 
(I — Z,Z1 ) z 0 
x О. (6.4.6) 
0 (T — Z! Z)? 


比较 第 一 行 第 二 列子 矩阵 知 ,必须 ZZ1, 因 击 有 DD( 一 2)D(2,) 
一 了 , 故 U—V,,U,-—V,. 这 证 明了 分 解 是 唯一 的 . 故 ( 甲 ?中 第 三 行 
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Gv) SO(p,q)/S(O(p)XO(g)): 
XE SOG.) Æ pta 阶 实 方 阵 AEG 
IO 0 
AJCp,40A' = J(p,q), ЈСЬ,9) = | o — Ж 
并 且 行 列 式 为 1 所 成 的 群 . 如 用 引 理 2. 1.1 于 为 实 的 情形 ,4 能 分 解 
为 


Г, 


0 
A- pao] Roxy >o. 


Hon X pxq ЖЖ. DOOR CO. 4. DEX. ЕНИ E TEE — 
PE ,如 此 的 分 解 是 唯一 的 ,因此 ( 甲 ? 中 第 四 行 的 矩阵 表示 成 立 . 
(v) SO* (22) /С (п): 
这 里 SO* (2п) 2л 阶 方 阵 4, 适 合 


0 I? 0 I 
A A = ‚ АА' = 1 
—1% 0 -I 0 


所 成 的 群 . 令 


Р, = -1 , 4 А = Р! BP 
бги)" 
由 于 
fo I 
RUE | 
I O 
0 I I O 
P, P} 一 . 
—[ 0 0 一 了 
因此 p 适合 


ob 
B B'= . 
í 0 I 0 
B 适合 第 一 个 条 件 , 根 据 引 理 2. 1. 1, 能 唯一 地 分 解 为 


U, 0 
s= pe |? PE > 0,Z 为 n X n EE, 


2 
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其 中 К » [ise rete D(Z) 适 合 第 一 个 条 件 . B 要 适 


合 第 二 个 条 件 , 妈 


0 UU, |; j 
D(Z) D(Z) = 
" 0 | I 0 
HZ—0.B Е D(0)= 1,SNI P ZMN 
U, = U,=Ur!. 
34 7 是 方 阵 ,根据 C6. 4.5) 前 一 式 化 为 
MEIN 
DOG) = DC— Zy. 
I 0 I 0 
比较 两 端 第 一 行 的 子 窍 阵 便 有 
Z-—-—Z 
ЕВА f CHO B2 m TJ B Ee Xe ZR, V. 
Cvi) SpG,R)/U (л): 
SpGO,R)J& SEXE BÉ 2л X 2n 实 方 阵 4 适合 条 件 
ML 
A A = , (6. 4. 7) 
—I 0 —I 0 
即 4 是 复方 阵 , 除 适合 上 条 件 外 ,还 适合 


0 了 0 I 
4 А! = , 
—I 0 -I 0 


亦 即 A€ Sp(n,C) 复 辛 群 ,还 适合 第 二 个 条 件 , 成 为 实 辛 群 , 令 方 
BE PWO), A= PS BP., 易 见 


0 I). 0 I 
P, P, =: , 


mH ВАВ 


бз 
Ф wN 
| ° 
- 

м 
X 
| 
一 一 一 ~ 
Ф wN 
о 
上 

м 


8^ JU. 中 


于 是 由 第 一 个 条 件 ,B 可 唯一 地 分 解 为 
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s e] 
B = D(Z) y I — ZZ' > 0, 
0 U, 
它 适 合 第 二 个 条 件 , 则 如 (v) 一 样 可 证 U,=U AX Z—Z'. 即 ( 甲 ) 
中 第 六 行 的 矩阵 表示 成 立 . 
(vii) 5р(р›,4)/05р(\р) х5р(4)): 
Sp(p,a) 表 示 22 十 29 阶 方 阵 4 适合 
0 ot» Q ete 
al a= | 


—I° 0 —I%@ 0 
AK,,A = K,,, 
K, = I? Ф C— I9) O P? Ф (— 1%), 
(6.4. 8) 
上 上 面 两 个 条 件 可 写 为 
_ 0 I _ 
А. | [AK A= 5 MES ， 
A'K, A= К, 
此 即 
0 0 I? 0 
0 0 0 —JI? 
—I" 0 O 0 
0 I9? 0 0 
0 0 I? 0 
0 0 0 -—I? 
dope o o o [7 
0 I9? 0 0 
A K, A= К. (6. 4. 9) 


取 适 当 的 排列 方 阵 P,, 使 得 


0 0 I1? O 
| 0 0 0 ө 
P, P, = KEHO, 
一 ro 0 0 0 ° ° 
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K,— [JPP «Xx | ° ,| 
—] 0 


I9? 0 
PK, P = | 0 _ |. 


令 A= P,BP, Wl AHE 


BK, = Kb, 
Jer 0 I° 0 
B! В = . (6.4.10) 
0 E I?» 0 — I0? 
i 

_ B, В, 2p 
B, В,) 2 
2р 24 


则 由 《6. 4. 10) 的 第 一 个 条 件 知 
BK? = KPB, BK = K” B,, 
B.K9? = KO? B,, B,K® = Ki? B,. 
H C6. 4. 10) 的 第 二 个 条 件 知 B 能 唯一 地 分 解 为 
g| ЧС ZZ + zü-z ^ 
Z-zz»* (1—7°7)7% 
Ut" 0 
根据 (6. 4. 10) 第 一 个 条 件 , 当 取 Z=0. A 
UK? = KPU, U,K? = KPU, 


| I—ZZ > 0. 


E 
DODK, = K, DØ. 
故 有 
(一 Zr ZIK = KUI — ZZ) 1, 
ZU —Z DIK КОР —Z2zy s. 
由 此 得 出 


ZK? 一 Kgnz, 
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熟知 一 个 四 元 素 aati tj tke (а,8,7,8 


为 


&—a-4d-jb,a-ca-rigB,b-—Y-:, 


并 且 
a b 


一 0 
是 一 个 代数 同 构 ,此 即 2X 2 方 阵 A 适合 条 件 


| 0 | | 0 Ja 
A = A. 
—] 0 —1 0 
由 此 可 见 一 个 上 xy 四 元 素 和 矩阵 
Ba Ut Зь 


— Z Cp 2g) , 


R= 


3, ... 35 
其 中 Z 适合 (6.4. 10) 的 第 一 个 条 件 . 
由 于 四 元 素 a уф 
a* — a — ifl — jY — kô, 
故 
35 зе 35] 


>z. 


Эл C ЗА 
因此 
— 83" — 1 — ZZ > 0. 


这 是 一 同 构 , 必 须 了 一 83 ">>0, 反 之 亦 然 , 这 证 明了 ( 甲 ) 中 第 七 行 


的 矩阵 表示 成 立 . 
ШРС, РШЕ т 
G) 800) /800п). 


由 于 UU (ESUCD)) 是 对 称 西方 阵 , 熟 知 存在 实 正 交 方 阵 


Dea 
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et 
UU' = Г, E n, 


e. 


2n 0,2 > 0, 22 0 
(例如 见 文 献 [18] 中 第 十 一 章 , $ 1, 引 理 2). 由 于 detUU' =1, Н 
0, + + 0, = 2®т, Е 2 0. 
M k ДЕЈ, S 


0 0, 
Ф = 3v = PE A + ... + pg = Ат. 


щу, Ф 


NA _ @ 
A= > T mne = rns, 


Фф + ++ + ф= (& + D. 


总 之 可 写 为 
eh 
UU'= Г, "uL Г\Г, 

ef» 

e 

x Г, 一 5°, 
е 
e 
其 中 S = Г, Г,, 
eh 


д = ф > + => @, > 0, 
2r > 4 Z 0,z > ф > 0; 
S 是 对 称 的 行列 式 为 1 的 酉 方 阵 


由 于 

GOUXGSOU) = I, STU = SU =S U, 

Bl p= S 'U 是 行列 式 为 1 的 实 正 交 方 阵 , 亦 即 U 有 分 解 
U = ST. 
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此 分 解 是 唯一 的 ,如 有 另 一 分 解 U SP, ШШЩ 52 = 250, S i BERGE 
根 与 Si 的 特征 根 皆 相等 , 即 有 


e? 95 т< e? СА е?% == ей? , , e = m 
HT2r292eI292:0.28 22942: 222 9220. 8 8 реф." 
ф = Ф. 

由 于 
ебля) — еї! + — 1. 
ее фф 4d bg 1 20, Н 
P = @ + 2kn. 


H T222-9220,227-9 2204 28 E= 0. БП] S 5 S РЕПЕР. 
由 于 S:= S: , Ж 


e?’ 
PD, 
e?* 
e^ 
= 六 
e? 
TR 1$ 51286. 4. 1, 有 
e" 
PD, 
e't 
e 
= Г, T, 


| es 


S = 5,8 T = P. 

这 证 明了 ( 乙 ) 中 第 一 行 的 矩阵 表示 成 立 . 
以 下 内 容 的 证 明 要 借助 于 : 

引 理 6.4.2 i H En KIRDE E 


HH’ = НН, HJH = J. 


由 此 知 
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则 存在 酉 方 阵 乙 ,适合 UJ= JU ,使 得 
А, 
A O 
Н = v MAG „A= 
0 À 
证 $ Po 是 一 适当 的 排列 方 阵 ,使 得 
‚ | 0 Io) 
Р„КР,= J = 
— I? 0 


0 1 
K, КО? = I0 .x | |. 
—1 0 


^ H,—P,HP,.Wjs| {ү Sr ЧЕ ЕНЕ H ,适合 
НК, =K, HH! = НН. 


则 有 西方 阵 Ul 适合 U K ,= KU, ,使 得 


|. T A 0 
0 x 0 x 


首先 注意 ,如 xz 是 НК НН T de 
uH, = Yu. H, 的 特征 根 ， 


| 由 H,K,H, =K,.#l 
uH, K, B, = MK H, = «К, Ж ZK H, = TK. 


这 表示 zK, 也 是 特征 向 量 ,对 应 的 特征 根 为 元 . 由 于 v (IK! = 
u) 
aKu =o i n=l p | 是 西方 降 , 使 得 


u fu |! A 0 
Н, = - 
uK, uK; 0 А! 
显然 ， 
u 
KẸ — K”. 
uK, uK, 


假定 引 理 在 H 072 (п ЧЕ ОВЕН УУ (п221). ШЕ Н, 
En 阶 非 蜡 方 阵 的 情况 . 
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任 取石 ,的 单位 特征 向 量 ww, 对 应 的 特征 根 为 入 ;已 知 志 Ko 也 
是 鼠 , 的 特征 向 量 ,其 对 应 的 特征 根 为 元 . 任 取 单 位 向 量 入 与 
«КУЕ, uo K o иуи K. EX AK 
iK 一 一 [u K) |] = 0, 
Ko) GG Kj) = ul = 0. 
设 我 们 已 构造 了 2& 个 互相 正 交 的 单位 向 量 
и, К, us. UKo, v, и, UKo, 

则 当 &<n 时 ,可 任 取 一 个 单位 向 量 wi+1 与 上 面 24 个 向 量 正 交 , 且 
同 法 可 证 ua Kop EB2E 个 向 量 及 mn EZ. 这 表示 可 作 一 个 
如 下 的 西方 阵 : 


u 
z K, 
U, = : ,适合 KU, = UK, 
и, 
z, K, 
使 得 
A 0 
TL 
U,H U} = | 0 = 
А; 


H, H, 
由 于 H,H: =H! His 必须 H, = 0, Т 五 ;适合 H; Н, = 
Н.Н: .Н.КЎ?Н,= KP”. 根据 归纳 法 假设 ,存在 西方 阵 U,, 


适合 UK” — Kes DU, EB 
À 0 (А 0 
m =v] ‚рете Ө | g 
А А, 
由 此 知 , 若 令 
(I? o 
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则 有 
U Kë” = к”, 
A 0 A 0 
及 mo 1 Q:-0 б ipe 
А, À, 
从 而 证 明了 引 理 . І 
Gü) SU Cn) /SpG); 
I СЄ 50(2п). % 
0 I 
v= Up. | | 
— 1% 0 
V ЖЕШ Jr EE ied 
VJV =J. 
根据 上 面 的 引 理 6. 4. 241, EED E V € Sp(n) 使 得 
e 
(A 0 
V =V, Vi, Д = Е , 
.0 A 19 
ел 
2r > h Z ++ > 0, Z 0 
A 
e^ 
A 0 
一 4 |" ‚А = , 
0 A ‚ 
eie? 
则 有 LJL= J WW LJ = JL-:, 


UJU'J'= I? (LU)J = J (L'U). 
这 表示 Ul 二 L-iU 适合 
U,J = Лл, ОШ] — LBIU, € Sp»). 
BU 有 分 解 
U = LU.. 


若 有 另 一 分 解 
U= I0,, 0, € Spn), 
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> {А Ol ç 
L= V, 0 А Vi ,V, € Spln), 


2л > 0, > 0, > 220,220, 
则 有 
LJ = JL, 
KA 
UJU'J' = P. 

由 27р, 125 严 的 特征 根 必 相同 , 即 A= Az. e 

_ A | И olo 

vov, J= 2 

0 A: 0 A 

据 引 理 6. 4. 1 知 


此 即 
L= LU = 0. 

这 证 明了 ( 乙 ) 中 第 二 行 的 矩阵 表示 成 立 . 

GH) SUC(p+q)/S Up XUg)): 

这 是 第 1] 章 定理 1. 3.224 r— 1m = pm, —q 时 的 特殊 情况 ， 
故 ( 乙 ) 中 第 三 行 的 矩阵 表示 成 立 . 

(iv) SOCp+q)/SU XU Q)): 

这 是 Gi) 中 所 用 定理 1. 3. 2 为 实 的 情形 , Z) ИДИТЕ 
阵 表 示 是 实 Grassmann 流 形 的 矩阵 表示 . 

(v) 50(2п)/0 (п): 

ЕСО $ 3. 2000 % пло TUE. Banm E RR 
坐标 ”3 适合 
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所 成 的 复 流 形 . 这 在 由 适合 ( 典 ) 著 中 (3. 2. 40) 条 件 的 SU COn) B) 
子 群 Uno FATEN. 迷 疝 子 群 ( 即 全 ,一 六 为 齐 次 党 标的 点 的 
固定 分 群 ) 为 Co). 经 变换 

u 1 J” I? 
W = 805, U, = Ae MI 
Un CM RHF SO COn) ,小 g(r;n) 变 为 一 复 流 形 , 由 
WW = 0 

所 定义 .这 证 明了 ( 乙 ) 中 第 五 行 的 甜 阵 表示 成 立 ， 

(vi) SpOGD/U (п): 

在 《4 典 》 革 的 $3.2() 中 已 证 明 窜 (n,n) 的 复 子 流 形 Bilan) 
由 
1 0 1°? 
3 "m E = 0 
所 定义 , 它 在 Sp(2) 诱 导 的 变换 下 可 递 , 它 的 迷 向 群 ( 即 齐 次 坐标 
为 1, 了 DD) 的 点 的 固定 分 群 ) 为 U(n). 这 证 明了 ( 乙 ) 中 第 六 行 的 矩阵 
表示 成 立 . 

(уп) Sp(p+q)/ Spp) XSp lq)): 

如 ( 甲 ) 中 vii) 的 证 明 , 可 用 适当 排列 方 阵 , 使 Sp(p 十 gq) 的 元 
KUER 

| 0 ' 


UK, = КШ, UU =I, K, = 00 | EMT 
— 0 


4 3 为 秩 为 2p 的 2pX Gp--29 B Be EE 
ЭК = Kg. (6. 4. 12) 
这 些 矩 阵 所 成 的 空间 以 Eo 124) т Z. 8: 8 E Eom n PICS 
等 价 , 以 3 一 人 表示 之 , 当 且 仅 当 存在 2z 阶 非 异 方 阵 了 ,适合 
РК” =K% P ШЇ 
3i = P8 
把 Ee(22;29) 的 矩阵 按 此 等 价 关系 分 为 等 价 类 ,这 些 等 价 类 所 成 
的 空间 即 为 ol2p,29), 这 是 一 个 实 解析 流 形 . 不 难 证 明 它 在 变换 
38 —3U, Ú € Sp + q) 
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下 是 可 递 的 ,并 且 使 齐 次 坐标 
Q9?,0) (假定 2 二 gq) 
不 变 的 固定 子 群 为 


U 0 
И, = É ur U € 5р(р), V € Sp). 


因此 
Sp d qD/CGSpCOp) X Spl) — SoCb qp. 
Fi GRO Gi {К ЖОПЫ 
3—9 Eu 

把 适合 条 件 (6. 4.120 0825 X (2p 十 29) 和 矩阵 3 对 应 于 pX(p 十 gq) 
ДЖА Е О. 33, — 10,25 (УА p NEN E б 使 
久 , 一 RD, 则 等 价 类 所 成 的 空间 于 Ba (p,q), 故 称 它 为 四 元 素 
Grassmann 流 形 ， 

证 ( 丙 ) 中 的 矩阵 表示 

G) SLO--1,C0)/SU G4: 

SZ(a 十 1,C) 表 示 行 列 式 为 1 的 2 十 1 阶 方 阵 4 所 成 的 群 , 则 知 
存在 UESU(n 十 1) 使 

A= HU, H = Н > o. 

由 于 detA=1,W det 已 =1. 易 证 此 分 解 是 唯一 的 , 故 ( 丙 ?中 第 一 
行 的 矩阵 表示 成 立 . 

GI) SO(2n+1,C)/SO(2zn+-1): 

SO C2n 十 1,C) 是 行列 式 为 1 的 2x 十 1 阶 复 正 交 方 阵 荆 所 成 的 ( 
B. 

由 于 PPT 是 正定 的 ,CPPm ÓOQUDU 7 一 7 根据 矩阵 论 的 结果 

〈 见 文献 L18] 中 第 十 一 章 , $1, 引 理 1) 知 存在 实 的 反 称 方 阵 KK ,使 
得 
TI? = ек. 
习 知 存在 2 十 1 阶 实 正 交 方 阵 了 使 得 


кет, secs [^ ven i 
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( 见 《 典 》 著 中 附录 I 的 定理 1. 4 的 证 明 ). 由 此 知 K 可 写 为 


EE 


1 i1 
K= T mx -| | 
| /|2|1—i i 


«Ыр Sese; "ed 


11 { ln 
I9 x — 1| гр, 
Я "im ӨГ 


À >. Z М 20, 


故 
ек Г.Р In 0 le PT 
1 0 1 
0 ез 
e^ 0 “ом 
Ф een, 
0 e 
其 中 
1 1 ' 
P. = I X 1. 
| =l, JP 
令 
e 0 
A= Г,Р, " 
0 ez" 
e ^ 0 
Ф 101 Рог, 
0 e 
则 有 e* = AA! = ГГ'. 
由 ACIQAGD) 一 1 


A R-A'!T EEDE. hF detl —1,detA—1, W VA detR- 1. 
由 于 A —et* dit 


RR! = eC$*TT"es* = I. 
R 是 复 正 交 方 阵 , 它 同时 是 西方 阵 , 故 R 必 为 24 十 1 阶 实 正 交 方 
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gi. 


这 样 有 分 解 
Г = AR. 
若 另 有 一 分 解 
Г = АЁ, R € 5002» +1), 
[ e i^ 0 | 
» Ф ... 
й=ЁрР,`° 6 POPS, 
€ 2^» 0 
Ф , 91 
L 0 ет“ J 


则 有 
АА! = AA = ef, 
即 AA' 与 4141 的 特征 根 皆 相同 , 故 有 
À, = А = Pa 
因此 
(POS IP At = A (É PO TP,, 
根据 引 理 6. 4.1.78 
(po P P.A = A Po T Po, 
此 即 А= А, R=- 玉 .这 证 明了 (再 ) 中 第 二 行 的 惩 阵 表示 成 立 ， 
Gii) 5$р(л.,С)/5р(\лп): 
现在 设 AC Sp(n,C), 则 АА! 是 正定 Hermite 方 阵 , 适 合 
AA J (АА?) = J. 
应 用 引 理 6. 4. 241. Е V ESE), А8 


A 0 
AA = V _ |V'. 
0 Aj! 
由 于 AA! 是 正定 的 ,不 妨 假定 
A 
A-| C Адл ро. 
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2 
À; 
A O 
r= v| MIL ‚А = , 
À, 
则 HJ = JH. 
H AA = HH! 1,0= НТА 是 西方 阵 . 
由 于 нану |, 0 |” Jy И 9 у 
0 A7! 0 A! 
И 0] [4 0 | 
=V Кб! Qv 
0 AJ i0 A^" 
= VJV' = J, 
WS U'JU —J Ей Ж О =. AKES 
А = HU, 
Hu HJH—J RUJ-JU.H—H' 0. 着 男 有 一 分 解 
A = HO 
RAMEE BIO =. 为 西方 阵 ， 
Д 
H ДЕ ° k. ^u | 
= Xo А 一 ., А ` 
° | " 


则 由 H*— H'— ДА" 知 有 相同 的 特征 根 , 故 有 ЛЛ, РЕ 


_ (M O A 01 
vy = yoy, 
0 A7 0 A" 
据 引 理 6. 4. 1,8 
_ [A 0 А O1. 
ЯА |= | 7v, 
0 AC 0 A^ 


Eu A HH — Я U=ÜU. ЕВ Г ORO Н TR EER N. 
М. 
Gv) SOQn,C) /SO (22): 
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证 明 完 全 与 (i) 一 样 , 即 TE .SOC2n,C) 能 唯一 地 分 解 为 
T= AR, R € SO(2n), 


por , 


À, = + > À, Z 0, 

HP DEn 阶 实 正 交 方 阵 , Po 是 一 个 排列 方 阵 ,这 证 明了 ( 丙 ) 中 
第 四 行 的 忽 阵 表示 成 立 . 

至 此 ,所 有 NIRGSS 的 矩阵 表示 都 已 证 完 , 读 者 可 以 由 此 看 
出 ,有 哪些 对 称 空 间 的 函数 论 或 几何 不 变量 ,从 前 已 经 有 人 做 过 ; 
有 了 哪 一 些 还 没有 人 做 过 ,可 以 一 试 . 

在 表 6. 1( 甲 ) 中 对 第 一 行 与 第 二 行 的 空间 分 别 将 超 曲 面 det Q 
十 TT) 二 det (7 一 荆 ) 与 det (J 十 T)==det(J 一 了 ) 去 掉 , 则 所 有 ( 甲 ) 中 
的 对 称 空间 丝 是 超 球 ,但 此 时 ( 甲 ) 中 第 一 与 第 二 行 空间 不 是 不 可 
约 . 第 一 行 的 空间 变 为 r8>0,detSs=1,rER+, , 即 是 两 个 空间 的 拓 
TM. 在 从 超 球 7 一 TT'>0,T=T' 得 出 的 热 核 后 ,经 变换 得 出 空 
间 {xS 之 0,detS 二 1,rERR) 的 热 核 ,由 于 Rj 的 热 核 为 Xa 


IER Z, #18 27 [Н] (5 2 0, detS — 1) B] 48. 第 二 行 的 空间 亦 可 用 
类 似 方法 处 理 ， 

表 6. 1( 乙 ) 中 的 第 一 行 与 第 二 行 的 空间 的 几何 性 质 似乎 很 少 
讨论 过 ,因为 一 开始 就 用 和 抢 阵 极 坐标 定义 的 ,不 过 这 里 对 角 线 方 阵 
不 是 非 负 数 ,而 是 et. 它 在 SU (n) (GE SU (2n)) 诱 导 的 变换 下 ,局 
部 坐标 表示 是 何 种 形式 以 及 不 变 度量 的 矩阵 表示 、Morse 函数 等 
皆 是 颇 有 兴趣 的 问题 . 至 于 ( 丙 ) 类 ,就 更 少 研究 了 ,除了 第 一 行 ! 辟 
>0,det 妃 =1)} 作 者 在 文献 L48] 中 曾 提 到 过 ,其 他 三 类 也 是 一 开始 
就 是 用 和 矩阵 极 坐 标定 义 的 . 


e 
A= ned 


Hr ж 
Kàhler 流 形 上 的 外 微分 运算 


1. Hermite 流 形 上 的 对 侦 算 子 * 


设 9Л ЖЯ m Ж Hermite 流 形 ,对 于 可 容许 局 部 坐标 > 一 (= ， 
5,27), Е Hermite 度量 为 
ds? = ha(z)dz° dz^ = dzH (a)dz! , Q.D 
其 中 
H = He) == Qug(z)) ics san (1. 2) 
是 Hermite 正定 方 阵 . 记 
Н = А +1В, (1.3) 
其 中 A 与 B 分 别 是 对 称 与 反 称 的 实 方 阵 . 由 于 ds? 是 实 的 , 故 
аз = (анё + dzHdz') 


1 — H 0 E 
一 二 (dzydz) _ | (dz,dz)! . (1. 4) 
2 0 H 
记 
z* = х“ + ix"i*, а 一 1 ол. (1. 5) 
令 


则 (1.4) 式 可 写 为 


一 dzCdz' ， (1.6) 
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其 中 


u =- » 1 | (1.7) 
Мо |i —il 
是 2m 阶 西方 阵 ， 
G=U` É M = | 4 B) Gauges d. 8) 
о H — B А, ` 
是 实 的 对 称 正定 2m 阶 方 阵 ,因此 
ds? = hsdz" dz? = gada’da’. (1.9) 


чит Ек j,&,… 是 由 1 到 2m ;希腊 字母 指标 aged 
H 1 9] т. (1.9) 式 表示 一 Hermite 度量 , CERSA. 

对 于 黎 曼 流 形 38 上 的 p 次 外 微分 式 的 对 偶 运 算 * 定 义 好 之 
后 , 则 对 Hermite 流 形 M 的 (r,s)- 式 的 对 偶 运算 就 应 该 确定 了 ， 
因为 (r,s)- 式 是 2m 维 黎 曼 流 形 的 (r 十 s) 次 式 ,不 过 有 复 的 系数 ， 
亦 即 它 的 虚 部 与 实 部 都 是 x 十 s 次 式 , 而 * 是 线性 算 子 . 这 里 就 是 
要 从 作为 黎 曼 流 形 M 的 对 偶 运 算 = 推出 对 (r,s)- 式 对 侦 运 算 的 
公式 ,计算 是 比较 复杂 的 ,一 般 都 把 证 明 省 略 了 . 作者 还 未 见 到 何 
处 有 详细 证 明 . 故 在 本 附录 中 给 出 一 个 证 明 . 

令 (1.7) 式 定义 的 西方 阵 U MENELAN 

U = (Ef); U^! = (E) ан. (1.10) 
注意 第 j 4158 & Јл 56 g. 由 于 
(dz,dz) = V 2 drU! = /2dxU!, 
BUR 
а= V 2dxe&, dz = /2dxe&,.-— 4 2 driel, 


dz’ = 7698 + ФЕ) = = aE + dz Eb. 


M 上 的 (7,s)- 式 


1 а 
WwW, 二 —A, ma g a d z^ A ... 


rls} ^ 


А dz% 人 den A + A dz, (1.12) 


1. ] Hermite 流 形 上 的 对 侦 算 子 * 345 


"+5 
rs 一 Vp, q dah A t A dax, (1. 13) 


B = >; 22 
(Чу, ris ! Aa CTI e; 
X ekerek hiha", (1.14) 


对 个 运算 x fE JI MEO SE REO M 的 7 十 s 次 式 (1.13), 根 
据 文献 [42] 中 (1.6.10) 式 , 知 
(427 / g um 


T CES От в) 


> Bai. dz A ... A dat, (1.15) 


x в, 


г. 


koek 


1f 2m-r=s 


其 中 
Вз = йбөө By ua (1.16) 


+s 


现在 就 是 要 把 (1, 14) 式 定义 的 B ,代入 上 式 及 (1. 15), 再 把 
ж @,, 化 为 (m4 一 s,m 一 7)- 式 . 
引 理 1.1 
Ot EA ERE Ea 
| P Z m; 
Т)" дт, M p = m. 


gio . Eb ELE, 


T£ 
he Efe 


2т— р 2m- p 
^1 ` - 
E ... ET EDU ... EP 
EL ... Е" Еті ... т 
= ! I "|. (117) 
тїї = BAM чх Ы . И 
E, e Ер ERU o Em 
. : : 
F! ... Jm Үлт +1 ... qm 
(от p бот р Pom — р ET _, 


当 pim Mop 及 2m 一 p E АКЕ m, LRA iie ЕЗЕШ 
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1 到 zx, 即 (1.17) 定 义 的 行列 式 中 必 有 两 行 是 相同 的 ,故此 行列 式 
为 0. 

当 p=m В, (1.17) 的 行列 式 石和 js 与 да, pen 必须 取 
1,…,m 中 不 同 的 值 才 不 为 0, 否 则 必 为 零 , 此 即行 列 式 等 于 

detL7O ^ 077, 5 OONA OT. 

引 理 证 毕 . І 

TES (1.14) — (1.16), 


ADE VE 


1m Lom 


F s (2m —r —5)!( FHE lere g ras rts 
1 "E es] 
[A oaa ren esp Js 
X mm aps ou dE Л ++ A dates, (1.18) 
其 中 g —detG — (detH)! — À!, h=det H. 
H (1. 8) 知 
H^! 0 
_ |U=UG', 
0 —1 
此 即 
eg" = ha) = En, (1.19) 


利用 此 公式 计算 


а а ой B Si ri p ej п í т 
T ае. 00-Й]... ОВ eol. 
еее едиле 17 gh eee gh ee, 


+s 
gue e... ой, 
ei ` eren ej 


gio gm g^" 
: 。 


Н 
x gi II g^" go” ... g^" 


gua e рта gh" g^" 
grts re "ы gres ge 
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en gh" r. еа!” ehgh" ... jg 
a i а і B1 oium ... B, gim, 
x eng 2 erg ‚м, eng" r еј, g^ 
eñ gh” ... etg" nn eh gh + eb gii 
etg" TP eir grs eh gis M efs рі" 
h^^ Eun ... r En hh Em ... hêt gn 
1 1 1 
ДА ' Ерен. r+: ... а. Ез h^ Ез ... ^ Erts 
= Àh^ti ee RAS B... Дл, 
En T En E» ... En 
X|i э ; uoo 
Ет. e Ере Eje e ER 
= Ah)... LE hhi oao AR 
> диш 4 "CHER EL Ерте. Egt. (1. 
将 上 式 代 入 (1. 18) ,并 利用 (1, 11) ,得 
/ 92 MOT 
X w, ‚== ( Cv 2) А А 8 e f S UPS орда АВ A 
， ris! eye Вред, 


1 


x 


А 2 1-2. 
> 下 AD Bk 


mr Ëy" 


CVD 


ris! 


1 


(2m — ғ — s) Cr +s)! 


2m—r+s 


hhha dab hht ЗАВАА, 
1 


Fh Et Еу. 
1 r l 


X {= Eh Er Egte E6017 3m ky 


(2m — r — s)! 


x (dz^ Ез + dz" LED) A ... A (а2°2ӮН r— Et 2m—r+s 


2m—r—s 


as 
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20) 


dz A ... A dz -+s 


2m—r—s 
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+ dz'm- EM). 
根据 引 理 1. 1, ERP dz 的 次 数 必 为 m 一 s ,否则 为 0, 而 dz" 为 
到 一 5 次 的 项 有 
CR = 


因此 再 用 引 理 1. 1 ,得 


(2m — r — s)! 
(m — s)! (m — r)! 


项 ， 


A 


Á SA neu 
x о, = A^ rh s 
"o 0n — rur 5) 1715] 
x DM ios Ез "ЕКЕ, Pits 


к Zm—r—s 


> Eh ИГИ dv A 
1 т—5 1 m—r 


- A dzm A dzi A … A dzs- 
= i"(— 1)"À Apt нүз 
2" "(m —r)!(m — 5) 17151 


X OU, dz A 
.. A dz»-. A dz^ A +++ A dzm--， 


Aù ддд, hàs PC ES КТ 


X А... a By (1. 21) 
我 们 证 明了 对 具有 度量 (1 1) 的 Hermite 流 形 ， 


* (raso eade A ... A dz* A dz A ... A de^) 


277m — ron — s)irls! 


X OL uuu, dh Л + Л de A det Л ++ Л dz. 
(1. 22) 


Anm ALTA, А 


特别 是 
x 1 二 PLE A ++ A dz? A dz! A += Л de^, 0.23) 


这 是 M 的 体积 元 素 , 根 据 文献 [42] 中 的 (1, 6. 122 4 
x жш, = С Tw, (1.24) 
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2. Kàhler 流 形 的 9* 算 子 


现 仅 考虑 ЭЛ 是 Kahler 流 形 的 情形 . 已 经 知道 


| d 一 9 十 (2.1) 
由 hap 可 定义 Kihler 联络 
дА 
Ty = 3 Da = Гу. (2.2) 
因此 有 
1 а a . 
до, 一 ris] 3 p ry aa dz A d>" A +... 
A dz^ A dz^ A + A dz 
1 a a 
= ri aa na dz A dz^ A ... 
A dz* A dz^ A += A dz, (2.3) 
其 中 


— > T.A, maj ba, pna B B, (2.4) 


je 


ЗК А. аро XE 2" ОЬ. (2. 3) 式 中 的 系数 不 是 对 指 
标 9151** ,0,,Q 反 称 的 ， 根据 规定 ,要 求 把 它 反 称 化 ， 因此 


1 q «0 
OT FE IIT n R E, 


X dzh A + A аг A аг A + A а. (2,5) 
同 理 , 可 有 
- (— 1” 


一 一.) _ BR =: 8, 
ао, 71654 1018! А, арво? 


X dz A + Л dz% A аг A +e A dg. (2.6) 
在 文献 [42] 中 , 算 子 ó 定义 为 (对 实 偶 维 流 形 ) 
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=— xdx =— «(2--2* = 2" +F, (2.7) 
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其 中 
3* —— *Ə* ,9' =— ждж. (2.8) 


注意 , 算 子 9 把 G,s)- 式 变 为 (r 一 1,s)- 式 ,而 9 变 为 (r,s 一 1)- 式 . 


此 外 ,由 (1. 22) 式 可 知 
xw. = * w, 因而 9° ws = 9" ш, (2.9) 


由 方 阵 95 的 协 变 微分 AN 
05, = 25,0" + Гуд} — ГӘ = 0, 


根据 Kronecker ó 的 定义 ( 例 见 文献 L42J 中 (1.1. 9) 式 ) 


Ò pbir = 0. (2.10) 
H (1. 22) 5502. 6) 可 知 
зж С" i"(— 1)”h 
тет 1D1[ 2%” т —r)!(m — 5) 1151 


N 


~ 
一 一 x Añ уча дт im 
ç r А Артда, 


x бун" dz^ A ... A dz^»-; A dz^ A ... 
A dz”m-r+i, 
因此 


Jw 1" (— ])nmm-72»*15 


"o (r— 01Is12 7797 


x | (一 })”—ч"(— 1)”h 


2 r (m — r + 1)1Gn — к) 1 бт — s) |7151 


ДД ден, Sem leem Toer 
x Аз СЕНЕ | 


> дб ЛГИА ТА ЛИНО тининин Im tl 


lm lm P^ ... 
> 0 A 


Л dz*-i A dzh A + A de 
2(— 1)" ttmtst1lp2 


Т (т —r + Din — r) От — 21G — Dira GD? 
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x h^ e the AAA, ug agus 


Jeem Jeem EE 
x OI Teen, LO rne, DLL 
> h^ e B sme Rh meia 

1 . Alem x, ... 
x ОК E A 


A dz*-à A dzh A ... A dz^. 
令 常 数 因子 为 


_ mr 十 ms 十 加 十 s 十 1 
с(к,з) = 2€— 1) 


(m — r + DIO — r)!(m — slr — 1)!r!(s132° 
(2.11) 


则 上 式 即 


д? o, = соок [оя — r + IA AS... 


X hrm Hate RM. PEE | 
1 rl т—т 


x 5 E hun LL s. 


Jeem Jeem 
x ОЦА БЕ А. ав Ва 


х dz% Л + A dz*a A dzh A + A dz 


= c(r,s)(m — r + D 1A A5 +Š аа ыз 
> ls Bon BO s i àv 
REL £e GO mm, uam 


X А. ssp guide Л 人 dela A del A Л а 
= cGr,s)(m — r + DIA (— 1) De Cm — p)! 

X 95,07 DOT Gn — 519 ФРА, up e 

X ага A + Л dz*i A dzh A + A 96 


= c(r,s)(— Йе Pm (yq — ғ + 1)! 
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X (m — r)!6 一 S)ir!sIA A, уу овд dz Ace 


A dz dz^ A … A dz, 
将 (2.11) 代 入 上 式 , 即 得 
2 


I * o, ,一 G DI Am he 
X dz" A + A dz A dgn A + A dZ. 
(2. 
同 法 可 证 
Fw, = вед, аа "» 
X dz^ A + A dz* A dz A + A dz, 
(2. 
Hi (2.122 (2. 6) 可 得 
— 1y- 
0* — Z - Г " D BI Ан AR 
X 6f deu A = A dz A dz" 
A + 人 dgs 
(2. 
及 
о куу LD Tha 
X ó dz A + A dz A йг? 
A ++ 人 dge., (2. 
者 我 们 能 证 明 
Ape, me Bepi = A paora, DH Bol (2. 
则 由 (2. 145, (2. 15) 得 出 
(39* + 9* Dw,, = 0, 
即 
3 +э'Э=0 (2. 


同 法 可 证 


录 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


з. ] Kahler 流 形 的 调和 算 子 ^ 
29" + 9'Ə= 0. 
引 理 2.1 ^ 


д 9 ne а а 
Rh, = Fl he 3g а + ГГ» 一 PSU. 
则 
Ra, = 0. 
证 P de Adz“ 乘 上 式 的 两 端 并 对 А, у RA 1 
+R da A dz“ = Гах?) — Гид? A Г%дг^. 
£3 ЖЖ ОЁ X BI 


T Rade’ A dz^| = аан + H^) 
—3H-H  N2H - H2 
= 0. 
3| ЕЕ. | 
由 于 


9 
A se BEAT 3g Ans Pe, 


5 
— T 
D As адв Pa Tj, 


经 计算 可 知 i 


A, wa B B ip T Aa maB RA А 


— B 
一 2/4. a ВВВ Un B Rau 


根据 引 理 2. NT rM IU 16) 式 成 立 . 
3. Kàhler 流 形 的 调和 算 子 A 


根据 (2.12) 及 (2.5) 有 


Т 


2 < ; 
* = — > — 1 ipi . 
ад (O. ç n D h EINE EET 
j= 


ris! 
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(2.18) 


(2.19) 
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X dz^ A - A dz% A dz^ A + A Ф. (3.1) 


„дш Ll | 
g" Jw, = GY DB? a 


r+l 


+ >, DA s siesta | 
j-2 
X dz^ A ++ A dz A dzA A … 人 a. 


2 À 
ELEM 
ris" Aa ma B B, 


E 了 » 
+ > (— D —— 


7 一 1 


X dz A + A dz* A dz% A + A dz. (3.2) 
因此 有 


А А 2 ) 
(30* + 9"D)w ,一 ДИК" [Aeon 
2E 
+ 2 1» Ans tots 


варта stet 


X dz^ A ++ A dz* A dz^ A = A de®. 
(3. 3) 
5 383. 1 Даар вд Аа e B B iA 


r 

= — > А a 
¿ ayra aa, ime B B аид 
J=1 


> ) B 
u L Aa, a] m B, PBB, үй, Rss 
=1 


其 中 Ri — TS, 


(y) 
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ЖЧ ЖКА. 
证 “实际 上 ,公式 (2. 19) 与 本 引 理 皆 称 为 Кіса 公式 . 
由 于 


I": 
S Aes ae 


А. а в, “Bp 1881-0, T Г 
k=1 


3 
aga e ohh 


r ә | 
— 2 Aane тае, 3pl sw 
pa 
r E | 
i E As s ea [P 
9 
E 50 Ааа ms 


-_ а | p8. 
Dee eaaa aT Da 
£ 
同样 可 计算 
А-а Bi Bala 
然后 将 两 式 相 减 便 得 引 理 . І 


用 此 引 理 与 (3. 3) 式 ,得 
(39* + 3*3), 
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= ze Ans + > D^! 


ris! = 


` H Й - 
> | > Ама je Куда, 
=1 


— Ам sa 


ПЕЧ 


J—1 
— A а wa Bop Raai 
i 

1=1 


» 
A 

— A "M 
> pe ttm а, a уга B В, ара А | 


4 一 /1 


Toi 
"m 


X dz A + 人 dx A dz^ A + A dz. (3.4) 
从 Rs 的 定义 知道 , 它 对 指标 a 与 8 是 对 称 的 ,因此 
Кала“ A dz*i = 0. 
(3. 4) 式 化 为 
B + 9" 2), , 


2 E 
= — h? LM 


ris! 
r 5 
NA 
> > B 
十 A LL R$ us 
J=1 r=] 


一 Аа ms Bep, Ria 
j=l 
X dz^ 人 … A dz* A dz^ A .… A dz^, (3.5) 
同 法 可 证 
(99° + F Dw,, 


2 уд 
= — h“ Аав В 


ris! 
r 5 
у „© 
+ н А. maa ama Врв, ШАЛЫ д 
jl r=1 


5 
T EN S r 
x Кыз, > Assn BB, йүү, [m 
=1 
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X dz^ A + A dz A dzh A = A 45, (3. 6) 
利用 Kihler 几何 的 性 质 , 有 


Ria = Rag = Raps Rus = АКы, (3. 7) 
便 可 证 明 
De es ws 
= ВАА а ы дер, ha Rp. (3.8) 
H (3. 5) 与 (3. 6) 相 减 , 得 


(298° +9" о, — (99' + OD, 


2 р 
hie — 
ris f h Aa a Bn] ir Asse BB aM 


» 
um 
— > A t 
арма anm рте, Ёр „Кыз 
j=l 


s 


A LL 
+ Анод на Кри 


X dz^ A « A dz* A dz^ Л ++ A а, (3. 9) 
应 用 Ricci 恒等式 ( 即 引 理 3. 1), 上 式 等 于 零 ,这 证 明了 
9° + 9'0= 9° фа, (3. 10) 
根据 此 式 及 (2.17)、(2.18) 得 出 
A= dó + ód = 2(99* + 878) 一 2(03 + 3*3) 
— _4 p" 


= { 


ris] | Aa na B Ва 


NON 
t D э Aea, „ездер, үс 


j=1 #=1 
м RPA ` от 
x h” Кв, 2 Ra 
j= 
X dz^ A + A dz% A dz^ A + A dz^ 


4 А 
— -— Ud 
= ду] h As р 9 de 
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Ди Dr 
十 212) ее ва RA, 


j=1 k=1 


s | 
m DD BeA i8 Bh Коз, 
k=l] , 


X асч A … A dz A dzh A - A dz^, 
其 中 
Rag = ВК, 
FK Ricci # €. 
由 于 
к До, = 2x (дж дж + xg» д) о, 
= 2L x* 9x9x + (— 1)*79x а], ， 
一 2Lxax3x + 9* Əx x Jo., 
= 2(82°9-- 89°) * W, 


= Axw,,, 


故 有 
xA = Ax. 


4. Kàhler 流 形 的 内 积 


Wt M 是 一 Hermite 流 形 , 具 有 Hermite 度量 (1.1)， 


1 а. 
а, „= прач 5 (dz Ace 


A dz% A dz^ A + A dz, 


b,,,= L B, азр (das Ace 


ris! 
A da“ A dzp A e A dz& 
EN 中 有 二 阶 连续 微分 的 (~,?)- 式 .根据 (1.22), 有 


"ru i"(— "А 


LE x 


(3.11) 


(3. 12) 


(3.13) 


2” (m — r)16n — s) G1] Ps, 


Kihler 流 形 的 内 积 
X Ahh hay us tiem, 
X dz^ A ++ A dz% A dz^ A +< A аг? 
А dz^ A + A де A dan 人 … Л dz» 
С D"C—- D"C- 1)” "А (е) 


2" "(m — r)! n — 110? G1)? 
X В, „вр AT MAT AOT 
X mue, Он РА 
X dz A + A dz" A dz A - A dz” 
“т 
1 h (=) В up p An Tn 


277" pst a 


x dz! A + A dz" A dz! 人 .… A dz". 


注意 ,这 里 用 到 了 


这 从 < 的 公式 (1. 22) 可 以 看 出 .根据 (1.23) 可 知 (4.1) 即 为 


由 此 可 见 


及 


我 们 定义 


(жа) = жа, 


_ grts 
b x a= Lhat hha 
ris! 


B, авв ДА u x 1. 


(b«a)—axb 
a x 4 22 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 0. 


(a,b) = [К x b, 
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(4. 1) 


(4. 2) 


(4. 3) 


(4. 4) 


(4.5) 


(4. 6) 


24 Л 为 紧 的 ,或 者 当 a 或 bp 有 紧 支 集 时 ,上 面 的 积分 是 存在 的 . 
此 外 ,由 (4.3) 知 ， 


# a 是 (r,s 一 1)- 式 ， b 是 (7,s)- 式 ; 则 根据 (1. 24) ,有 


(20,0) —0 当 且 仅 当 a =o. 


аба A *b)=Əa A xb C— 1)*7a A 2x b 


(4. 7) 
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= да Ab+a A * x 2x b 
—3axb—a A * 9 b. (4. 8) 
这 里 利用 了 
u) = ао, (4.9) 
这 可 从 27 527" Е 3,02. 122 (2. 130 8 tB. Е. л ЭЛ E 
Hermite 流 形 ,如果 我 们 引进 联络 


гь = {© + Tiaa, (4.10) 
则 公式 (2. 12) 与 (2.13) 对 Hermite 流 形 仍然 成 立 , 因为 
I" = Г» (4.11) 
是 对 8 与 7 对 称 的 . 
H (4. 8) 可知 
(да,б) — (0,275) = [dc x b). (4. 12) 
因此 当 27 为 紧 的 ,或 者 4 与 bp 有 一 个 有 紧 支 集 时 ,有 
(a,b) = (а,д*®). (4.13) 


同 理 可 证 , 当 & 是 (r,s)- 式 ,b 是 (ry 十 1,s)- 式 ,而 骂 为 紧 的 或 
者 4 与 了 有 一 个 紧 支 集 时 , 则 
(9a,b) = (а,9* b). (4. 14) 
Miz M 是 Kihler 流 形 , 由 本 附录 第 2 节 已 知 
= 2(33' + 2*3) 一 2(3 + FD). 
(r,s)-m @ RAM 中 的 调和 式 , 若 适合 方程 
Аа = 0. 
如 果 a 有 紧 支 集 , 或 者 对 为 紧 的 时 ， 
o= (Aa,a) 
= 2(30*a,a) + 2(2* да,а) 
= 2(3*a,3* 0) + 2€20,80), 
DA 


S 


同 理 可 证 
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а=0, 2'a = 0. 
定理 4. 1 04 990 Ж Kahler 流 形 ,或 者 a 有 紧 支 集 , 则 
Aa = 0 
与 да = 0, а = 0, a= 0, 9*a = 0 
是 等 价 的 . 
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